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ИЗМЕНЕНИЕ СВОЙСТВ А- И Е-ОПТИМАЛЬНОСТИ ЧЕТЫРЕХКОМПОНЕНТНЫХ
СИМПЛЕКСНЫХ ПЛАНОВ В УСЛОВИЯХ ОШИБОК ЭКСПЕРИМЕНТА
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Резюме

В работе для исследования влияния погрешностей средств измерения на изменение значений
критериев А- и Е-оптимальности для четырехкомпонентных симплексных планов Шеффе первого,
второго и третьего порядков производилась имитация погрешностей и вокруг каждой точки
недеформированного плана получали облака точек, из которых могла быть образована любая
конфигурация деформированных планов Шеффе. Исследования проводились для различных диапазонов
погрешностей, наиболее характерных для измерительных приборов. Для каждого из планов
определялись соответствующие значения критериев А- и Е-оптимальности, выбирались минимальные и
максимальные значения, что позволило построить коридор ошибок. Также были определены средние
арифметические полученных значений – средняя линия коридора и среднее квадратическое отклонение.
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1. Введение

Большинство из окружающих нас в природе и применяемых в технике веществ являются смесями
разнообразных компонентов. Изменением пропорций (относительных содержаний) отдельных
компонентов, т. е. изменением состава многокомпонентной системы можно придать смеси желаемые
свойства. Планирование эксперимента позволяет строить стратегию исследования, основанную на
последовательности четких, логически осмысленных операций, исключает постановку большого
количества лишних опытов, и значительно сокращает тем самым сроки решения задачи.

Одно из направлений, в котором планирование эксперимента развивается  применительно к
задачам со смесями заключается в изучении диаграмм состав-свойство и состав-состояние. Для этого
направления характерно полное описание системы, при котором приходится учитывать условие
нормированности суммы независимых переменных

x1+x2+···+xq=1, xi≥0 (i=1,2,...,q). (1)
Геометрическое место точек, удовлетворяющих условию (1), представляет собой (q-1)-мерный

правильный симплекс (тетраэдр для q=4). Каждой точке такого симплекса соответствует смесь вполне
определенного состава и, наоборот, любому набору уровней компонентов xi, удовлетворяющих (1),
соответствует определенная точка симплекса.

При построении диаграмм состав-свойство оперируют с факторным пространством в виде
симплексов, поэтому целесообразным оказывается определение координат компонентов не в обычной
системе координат, а в специальной – симплексной, в которой пропорции каждого компонента
откладываются вдоль соответствующих граней (ребер) симплекса [1, 2].

Свойства четырехкомпонентных смесей (q=4) описывают приведенными полиномами со-
ответствующей степени:
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



qkji

kjiijk
qji

jijiij
qji

jiij
qi

ii xxxxxxxxxxy
1111

)(ˆ  – модель третьего порядка.

Оценка коэффициентов приведенных полиномов производится, как обычно, согласно

  YXXXB TT -1
 , где Х – соответствующая матрица планирования; Y – вектор-столбец результатов

опытов; XX T – информационная матрица Фишера; ( XX T )-1– ковариационная матрица (обычно
обозначается М-1).

Большинство свойств симплексных планов связаны с оценками коэффициентов уравнения
регрессии, то есть со структурой матрицы ошибок М-1. Сюда относятся такие свойства планов, как A-, E-
оптимальность и другие. Этим критериям можно дать геометрическую интерпретацию в пространстве
коэффициентов b0, b1,...,bk. Оценки этих коэффициентов, как известно, являются случайными
величинами, а потому имеют разброс, который может быть охарактеризован эллипсоидом рассеяния
оценок. Ориентировка, форма и объем эллипсоида полностью определяются выбранным планом
эксперимента, точнее строением информационной или ковариационной матрицы. Так, А-оптимальность
обеспечивает минимум суммы дисперсий оценок коэффициентов без учета их ковариаций, то есть,
позволяет найти оценки неизвестных коэффициентов с минимальной средней дисперсией. При этом
эллипсоид рассеяния имеет минимальную сумму квадратов длин осей и наименьшую длину диагонали
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прямоугольника, описанного около этого эллипсоида. Е-оптимальный план минимизирует длину
максимальной оси эллипсоида рассеяния оценок коэффициентов, т.е. не позволяет ему приобрести
слишком вытянутую форму. Со статистической точки зрения этот критерий не допускает, чтобы
отдельные оценки коэффициентов имели слишком большие дисперсии и ковариации. Но как структура
матрицы ошибок, так и значения всех критериев зависят только от выбора экспериментальных точек.
Даже незначительные изменения координат точек плана сразу же отражаются на значениях критериев
оптимальности [3]. Так как в случае сухих компонентов при реализации планов отдельные компоненты
смеси отмеряются с помощью различных средств измерения (например, аналитических или технических
весов различных классов точности), характеризующихся обычно определенными погрешностями,
выдержать точные пропорции согласно плану не удается, план искажается.

2. Основная часть
В настоящей работе для исследования влияния погрешностей средств измерения на изменение

значения критерия D-оптимальности для четырехкомпонентных симплексных планов Шеффе первого,
второго и третьего порядков производилась имитация погрешностей, и вокруг каждой точки
недеформированного плана получали облака точек, из которых могла быть образована любая
конфигурация деформированных планов Шеффе. Для каждой исследуемой погрешности обращение к
случайным числам производилось по сто раз и для каждой из погрешностей было получено по сто
случайным образом сгенерированных планов. Для каждого из планов определялись соответствующее
значение критерия D-оптимальности, выбирались минимальные и максимальные значения, что
позволило построить коридор ошибок. На рис.1 и рис.2 представлены графические  результаты
исследования влияния погрешностей на значение следа ковариационой матрицы для симплекс-
решетчатых четырехкомпонентных планов первого и второго порядков соответственно.

В таблице 1 представлены минимальные и максимальные значения, полученные при исследовании
влияния характерных погрешностей измерительных средств на четырехкомпонентные А-оптимальные
симплекс-решетчатые планы третьего порядка, а также среднее арифметическое полученных значений –
средняя линия коридора и среднее квадратическое отклонение. Как видно из полученных данных, для
четырехкомонентного симплек-решетчатого плана первого порядка в диапазоне изменения
погрешностей от 0,01% до 0,09% наблюдается ухудшение свойства А-оптимальности рассматриваемого
плана на 0.13%, в диапазоне от 0,1% до 0,9% это ухудшение составляет уже 1.28%, а увеличение
погрешностей от 1% до 5% вызывает ухудшение исследуемого свойства на 6.67%.

Аналогичная картина наблюдалась и при исследовании влияния различных погрешностей на
четырехкомпонентные планы второго порядка: в диапазоне изменения погрешностей от 0,01% до 0,09%
свойство А-оптимальности плана ухудшилось на 0.51%, в диапазоне от 0,1% до 0,9% – на 5.65%, а при
увеличении погрешностей от 1% до 5% – на 56.64%.

Свойство А-оптимальности симплексного плана третьего порядка при учете погрешностей средств
измерений изменялось следующим образом: в первом из рассматриваемых диапазонов погрешностей от
0,01% до 0,09% наблюдалось ухудшение на на 1.37%, а даже уже в диапазоне от 0,1% до 0,9%
ухудшение составило 15.93%.

На рис.3 и 4, а также в таблице 2 представлены данные, полученные при исследовании влияния
различных погрешностей на свойство Е-оптимальности четырехкомпонентных симплекс-решетчатых
планов первого, второго и третьего порядков соответственно. Как показал анализ данных, свойство Е-
оптимальности четырехкомпонентных планов первого порядка значительно ухудшается с ростом
погрешностей. Так, при росте погрешностей от 0.01% до 0.09%  рассматриваемое свойство ухудшается на
0.29%, увеличение погрешностей с 0.1% до 0.9% вызывает еще более значительное ухудшение, составляющее
2.97%, а в диапазоне изменения погрешностей от 1% до 5% ухудшение составляет уже 16.27%.

В случае исследования четырехкомпонентных планов второго порядка, в диапазоне изменения
погрешностей от 0,01% до 0,09% наблюдается ухудшение свойства Е-оптимальности на 0.03%, в
диапазоне от 0,1% до 0.9% это ухудшение составляет 0.36%, а увеличение погрешносте с 1% до 5% вызывает
ухудшение рассматриваемого свойства на 40.06%.
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А-оптимальность симплексного плана третьего порядка при учете
погрешностей средств измерений Таб.1

Погрешность, k,% min max cр. арифм. СКО

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09

1.0e+003 *
4.9912
4.9976
5.0005
5.0069
5.0157
5.0137
5.0276
5.0373
5.0408

4.9964
5.0099
5.0246
5.0301
5.0430
5.0505
5.0652
5.0746
5.0927

4.9938
5.0025
5.0102
5.0185
5.0275
5.0361
5.0450
5.0516
5.0621

0.0013
0.0024
0.0036
0.0045
0.0056
0.0070
0.0082
0.0079
0.0103

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.0e+003 *
5.0428
5.1098
5.1413
5.2109
5.3032
5.2861
5.4395
5.5584
5.6069

5.0967
5.2405
5.4033
5.4630
5.6211
5.7202
5.9107
6.0342
6.2820

5.0695
5.1607
5.2443
5.3370
5.4410
5.5441
5.6518
5.7385
5.8769

0.0131
0.0254
0.0384
0.0501
0.0641
0.0826
0.0983
0.0977
0.1348

1
2
3
4
5

1.0e+006 *
0.0056
0.0066
0.0074
0.0090
0.0109

0.0063
0.0093
0.0156
0.1190
1.9696

0.0060
0.0075
0.0097
0.0159
0.0494

0.0002
0.0005
0.0011
0.0118
0.1975

10
1.0e+009 *

0.0001 2.9634 0.0481 0.3021

Е-оптимальность симплексного плана третьего порядка при учете
погрешностей средств измерений Таб.2

Погрешность, k,% min max cр. арифм. СКО

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09

1.0e+003 *
1.4740
1.4750
1.4748
1.4766
1.4785
1.4764
1.4768
1.4801
1.4798

1.4776
1.4810
1.4865
1.4895
1.4920
1.4971
1.5034
1.5036
1.5093

1.4758
1.4780
1.4800
1.4829
1.4853
1.4873
1.4894
1.4916
1.4944

0.0007
0.0013
0.0020
0.0028
0.0029
0.0045
0.0054
0.0049
0.0058

1.0e+003 *
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0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.4781
1.4880
1.4873
1.5087
1.5264
1.5073
1.5200
1.5563
1.5588

1.5150
1.5513
1.6142
1.6471
1.6944
1.7385
1.8241
1.8484
1.9082

1.4962
1.5197
1.5417
1.5736
1.6017
1.6280
1.6552
1.6839
1.7247

0.0073
0.0134
0.0216
0.0302
0.0332
0.0498
0.0612
0.0578
0.0707

1
2
3
4
5

1.0e+006 *
0.0015
0.0018
0.0020
0.0029
0.0035

0.0020
0.0029
0.0064
0.1086
1.9517

0.0017
0.0022
0.0031
0.0071
0.0367

0.0001
0.0002
0.0006
0.0113
0.1967

10
1.0e+007 * 1.0e+009 *

0.0025 2.9632 0.0478 0.3021

Анализ данных таблицы 2 показал, что в первом из рассматриваемых диапазонов свойство E-
оптимальности ухудшается на 1.24%, а уже даже во втором – на 15.27%.

3. Заключение

Таким образом, на основании проведенных исследований было сделано заключение о степени
ухудшения свойств А- и Е-оптимальности четырехкомпонентных симплекс-решетчатых планов первого,
второго и третьего порядков в условиях наличия погрешностей средств измерения.
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oTxkomponentiani simpleqsuri gegmebis A- da E-Ooptimalurobis
Tvisebebis cvlileba eqsperimentis Secdomebis pirobebSi

ekaterine boWoriZe, nino beraia

saqarTvelos teqnikuri universiteti

reziume

ganixileba gazomvis saSualebaTa cdomilebebis gavlena oTx-komponentiani pirveli, meore da

mesame rigis simpleqsuri gegmebis A- da E-optimalurobis Tvisebebzeze. kvleva warmoebda sazomi

xelsawyoebisaTvis damaxasiaTebeli cdomilebebis sxvadasxva diapazonebisaTvis. detaluradaa
gamokvleuli gegmebis A- da E- optimalurobis Tvisebebi, romelebic dakavSi-rebulia regresiuli

gantolebis koeficientebis Sefasebis sizustesTan. am TvisebebisaTvis miRebulia kriteriumebis

minimaluri da maqsimaluri mniSvne-lobebi, agreTve maTi saSualo ariTmetikulebi da saSualo

kvadratuli gadaxrebi.

CHANGE OF PROPERTIES THE A- AND E- OPTIMALITY OF FOUR-COMPONENTAL
SIMPLEX DESIGNS IN THE CONDITIONS OF EXPERIMENT ERRORS

Bochoridze Ekaterine, Beraya Nino
Georgian Technical University

Summary
In the represented work the questions connected with studying of influence of various errors of measuring

apparatuses on such property some composite rotatable of designs of the third order for three variables, as a A-
and E- optimality are considered. Researches were conducted for various ranges of the errors most typical for
measuring devices. For each of designs were defined corresponding value of criteria the A- and E-optimality, the
minimum and maximum values that has allowed to construct a corridor of errors got out. Also have been defined
an average arithmetic the received values – an average line of a corridor and an average quadratic deviation.


