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ЛЕКСИКОГРАФИЧЕСКИЕ  МАТРИЧНЫЕ  ИГРЫ  СО  СЛУЧАЙНЫМИ
ВЫБОРАМИ  КРИТЕРИЕВ  ИГРЫ

Белтадзе Г.Н.
Грузинский Технический Университет

Резюме

Pассматривается   новое понятие смешанного расширения   лексикографической матричной  игры

конечной размерности ),...,( 1 r . В таком расширении игроки  выбирают  компоненты r ,...,1

игры  с заданными вероятностными распределями на множестве этих  скалярных игр-критериев. В
новой лексикографической игре вводятся также  новые понятия ситуаций, ситуации  в согласованных
стратегиях,  решения и доказываются условия существования ситуаций в согласованных стратегиях  в
такой  лексикографической игре.

Ключевые слова: лексикографическая игра. матричная игра. стратегия. решение. ситуация  в
согласованных  стратегиях.

1. Введение
Рассмотрим лексикографическую nm матричную игру ),...,( 1 r размерности r ,

которая задается вектор-матрицей выигрышей первого игрока  [1]:
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где r ,...,1 вещественные nm матрицы. При этом, векторные значения  выигрышей в ситуациях

как в чистых, так так и в смешанных стратегиях  в пространстве rR лексикографически упорядочены
отношением ≥L или >L. Лексикографическое строгое предпочтение a >L b для векторов a=(a1, . . . , a r )

и b=(b1, . . . , b r )  означает, что выполняется одно из следующих r условий  1. a1 > b1,  2. a1 = b1, a2 >

b2,  . . . , r . a1 = b1, . . .  , a 1r = b 1r , a r > b r и a ≥L b, если a >L b или a = b.

Данное определение означает, что скалярные критерий r ,...,1 , соответствующие скалярным

игровым  критериям r ,...,1 игры ),...,( 1 r по предпочтению убывания строго
ранжированны. Поэтому лексикографичекие матричные и бескоалиционные игры называются
многокритериальными играми со строго упорядоченными  критериями. Известно, что не во всякой

лексикографической игре ),...,( 1 r , как в матричной, так и в бескоалиционной, существуют
решения (ситуации равновесия) как в чистых, так и в смешанных стратегиях [2].

В данной работе  вводится  новое понятие смешанного расширения, когда игроки  случайно

выбирают  компонент r ,...,1 игры ),...,( 1 r . О распределении вероятностей  на  множестве

критериев игры r ,...,1 игроки могут заранее договориться, или определить их  личными
предпочтениями этих  критериев.

2. Основная часть

В игре ),...,( 1 r смешанными стратегиями игроков 1 и 2  являются  соответственно

вероятностные распределения  на множестве их чистых стратегий ),...,( 1 mxxX  1 и

),...,( 1 nyyY  2 , а выигрыш  первого  игрока  в ситуации в смешанных стратегиях

),( YX 21  равен
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Смешанное расширение  лексикографической  матричной  игры  является  лексикографической
антагонистической игрой с нулевой  суммой. Это позволяет  сформулировать принцип максимина для
лексикографической матричной игры в следующем  виде: в игре ),...,( 1 r ситуация

),( ** YX 21  является  решением (или седловой точкой), т.е. ),( ** YX )(
_
 тогда и только

тогда, когда
 *YX L  ** YX L YX * при  любых X 1 и Y 2 ,                   (1)

где )(
_
 множество решений  игры ),...,( 1 r в смешанных стратегиях. Как  известно, данное

множество может  быть пустым - )(
_
 = [3].

Введем  еще  один  вариант  смешанного  расширения  лексикографической  матричной  игры
),...,( 1 r следующим  образом.  Вероятность  выбора  первым игроком критерия

),...,1( rkk  в данной игре обозначим через ),...,1( mkpk  , а  вероятность  выбора  вторым

игроком ),...,1( rkk  , обозначим  через ),...,1( nkqk  . Итак ),...,1(0,0 rkqp kk  и

1 kp , 1 kq . Положим ),...,( 1 rppP  , ),...,( 1 rqqQ  и QP, . При  этом, в силу

важности ),...,1( rkk  игр, предполагаем, что rppp  ...21 , rqqq  ...21 .

Мы допускаем, что  механизм  выбора  игроками  критериев ),...,1( rkk  в игре

),...,( 1 r производится независимо от выбора  своих чистых  стратегий.

В  условиях  такой  лексикографической  игры ),...,( 1 r стратегией  первого игрока

является  пара ),(1 PXS  , а для  второго игрока - ),(2 QYS  . Такую  лексикографическую игру

),...,( 1 r , в которой ситуацией  является ),( 21 SSS  , обозначим через )(S . В игре )(S
выигрыш  первого игрока при ситуации ),( 21 SSS  определим следующим  образом:

 
 


nm

ji

nm

ji
ji

r
ijrrjiij yxaqpyxaqpQYPXSS

,

1,

,

1,

1
1121 ),...,()),(),,((),( .

Определение 1. Ситуация )),(),,((),( *****
2

*
1 QYPXSS  является  решением  игры )(S ,

если при любых X 1 и Y 2 выполняются  следующие  неравенства:

)),(),,(( *** QYPX L )),(),,(( **** QYPX L )),(),,(( *** QYPX .             (2)

В случае  выполнения  (2)  пишем ))((),(
_

*
2

*
1 SSS  .

Определение 2. 2.1. Величину kk qp ),...,1( rk  назовем весом  предпочтения;

2.2. Допустим, что стратегии 1S и 2S согласованы, если при любых rk ,...,1 либо

0kk qp , либо 0 kk qp ;

2.3. ),...,( 1 rppP  и ),...,( 1 rqqQ  назовем стратегиями  согласованности, а ),( QP -
ситуация  в  согласованных  стратегиях;

2.4. Если ))((),(
_

*
2

*
1 SSS  и  все 0kk qp ( rk ,...,1 ), то ),( *

2
*
1 SS - является решением

с положительными весами  предпочтения, а если некоторые 0 kk qp , то ),( *
2

*
1 SS - решение с

неотрицательными весами предпочтения.
Лемма. Для любых положительных чисел 0,...,01  r эквивалентны  следующие

неравенства
),...,( 1 raa L ),...,( 1 rbb , )(a

),...,( 11 rr aa  L ),...,( 11 rrbb  . )(b
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Доказательство. Доказательство  следует из определения L . Пусть  имеет место )(a , т.е.
выполняется одно из следующих  условий:

1. a1< b1; 2. a1 = b1, a2<b2; . . . ; r . )1,...,1(  rkba kk , a r  b r . )( 'a

Для  положительных r ,...,1 отсюда следует, что

1. 1111 ba   ; 2. 1111 ba   , 2 a2< 2 b2; . . . ; r . )1,...,1(  rkba kkkk  , )( 'b

r a r  r b r .

Из  этих  условий  следует )(b . Наоборот, из )( 'b следует )( 'a , и следовательно выполняется )(a .

Теорема. Если )),(),,((),( *****
2

*
1 QYPXSS  решение  игры )(S с положительными весами

предпочтения, то ),( ** YX )(
_
 и  наоборот, если ),( ** YX )(

_
 , то существует ситуация  в

согласованных  стратегиях ),( ** QP , что )),(),,(( *** QYPX ))((
_

S .

Доказательство. По условию теоремы имеет место  (2), т.е. для всех X 1 и Y 2

),...,(
,

1,

***
,

1,

*1*
1

*
1 



nm

ji
ji

r
ijrr

nm

ji
jiij yxaqpyxaqp L ),...,(

,

1,

****
,

1,

**1*
1

*
1 



nm

ji
ji

r
ijrr

nm

ji
jiij yxaqpyxaqp L

L ),...,(
,

1,

***
,

1,

*1*
1

*
1 



nm

ji
ji

r
ijrr

nm

ji
jiij yxaqpyxaqp . (3)

Отсюда, в силу положительности 0kk qp ( rk ,...,1 )  из леммы следует  (1), следовательно

),( ** YX )(
_
 .

Допустим, что ),( ** YX )(
_
 :
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для всех X 1 и Y 2 .

Возмем  такие  положительные  числа ***
1

*
1 ,..., rr qpqp , что 1 kp , 1 kq . Положим

),...,( **
1

*
rppP  , ),...,( **

1
*

rqqQ  . Тогда  в  силу  леммы  из (4):
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для  всех X 1 , Y 2 . А это означает, что )),(),,(( *** QYPX ))((
_

S .

Как  выше  отмечали, векторы *P и *Q можно определить по согласованию с игроками или по

собственным  предпочтениям r ,...,1 . Эти векторы определенным образом должны выражать веса
данных  критериев. Для нахождения таких весов мы можем применить метод иерархического анализа
Т.Саати с помощью попарного сравнения важностей r ,...,1 .

Здесь возможно несколько вариантов. В случае объективного поведения игроков, любая игра
)1,...,1(  rkk должна быть абсолютно предпочтительнее на 1 k , что в количественных оценках

выражается через  9. Найдем весовый вектор критериев
r ,...,1 для первого игрока  [4] :

Здесь )1,9,...,9,9( 210  rr , нормированием которого

получаем вектор *P .
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Например, если ),,( 321  , то

и )1,9,81(0  . Так как 81+9+1=91, поэтому  911,919,9181* P , что тоже самое, что *Q .
Кроме этого случая, игроки могут  рассматривать другие варианты определения предпочтений  на

множестве r ,...,1 . Например, один игрок может считать, что 1 предпочтительнее на 3 очень
сильно (количественной оценкой 7), или рассматривать другие субъективные показательные оценки.

Замечание. С помощью механизма разыгрывания вектор *P (а также и *Q ) выбырает скалярную

игру из r ,...,1 . Если *P = *Q , то из игр r ,...,1 выбырается  скалярная матричная игра, в которой

всегда существует  решение. Если *P  *Q , то из игр r ,...,1 первый  игрок выбырает игру *k , а

второй игрок выбырает *l и  разыгрывается  биматричная игра  ( *k , *l ), в которой тоже всегда
существует  решение.

3. Заключение

Новое понятие смешанного расширения лексикографической матричной игры ),...,( 1 r
предусматривает введение вероятностных  распределений *P и *Q первого и второго  игрока

соответственно на множестве  игр-критериев r ,...,1 . Векторы *P и *Q можно определить по

согласованию с игроками или по собственным  предпочтениям r ,...,1 . Эти векторы определенным
образов  выражают веса данных  критериев. Для их нахождения мы применяем метод иерархического
анализа Т. Саати.
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LEXICOGRAPHIC  MATRIX  GAMES  WITH  A  RANDOM SELECTION  OF  CRITERIA
Beltadze Guram N.

Georgian Technical University
Summary

In  this  paper  the  new  concept  of  finite  dimensional  lexicographic  matrix ),...,( 1 r game’s

mixed extension  is  discussed. In  such  extension  players  choose  game’s r ,...,1 components  with
the  probability  distributions  on  such  scalar  game – criteria. In a  new  lexicographic game  the  concepts  of
situations, the  situation  of  coordinated  strategies, the  concepts  of solution  are  introduced  and  conditions
of  existence  of  the  situation  in  such lexicographic  game  in  the coordinated  strategies  are  proved.

leqsikografiuli matriculi TamaSebi TamaSis
kriteriumebis SemTxveviTi arCeviTE

guram belTaZe

saqarTvelos teqnikuri universiteti

reziume

ganxilulia sasruli ganzomilebis leqsikografiuli matriculi ),...,( 1 r TamaSis

Sereuli gafarToebis axali cneba. aseT gafarToebaSi moTamaSeebi irCeven  TamaSis
r ,...,1
komponentebs amgvar skalarul TamaS-kriteriumebze mocemuli albaTuri ganawilebebiT.

Semotanilia agreTve axal leqsikografiul TamaSSi situaciebis, SeTanxmebul strategiebSi

situaciis, amonaxsnis cnebebi da damtkicebulia aseT leqsikografiul TamaSSi SeTanxmebul

strategiebSi situaciis arsebobis pirobebi.


