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ПРОБЛЕМА СИНХРОНИЗАЦИИ И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 
Сесадзе В., Кекенадзе В., Маглакелидзе Н. 
Грузинский Технический Университет   

Резюме 
Pассмотрена задача синхронизации на основе принципов симметрии. Для 

решения этой задачи используется известная теорема Э.Нетер, согласно которой 

определенным симметриям системы соответствуют определенные законы сохранения. 

Задача сводится к решению принципа Максимума принципами симметрии. 
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Принцип Максимума.   
1. Введение 

 Проблема синхронизации состоит в том, что несколько динамических процес-

сов ( )( )nttyi ,...,1=  имели одинаковую структуру развития. Аналитически эти совпадения 

выражены условиями типа nyyy === ...21 , или более общими линейными и нелинейными 

выражениями ( ) 0,...,, 21 =nyyyϕ . В зависимости от моделей системы разработаны различные 

методы синхронизации, главная идея которых заключается в том, что для всех Yy ∈  

необходимо найти такое управление ( )yUu = , чтобы выполнялись условия синхронизации. 

Исследования показали, что существуют синхронизация, самосинхронизация и управляющая 

синхронизация. Примерами являются паралельная работа генераторов, в сложных системах 

согласованная работа нескольких двигателей, телекомуникации и др.[1,2]. Так как разные 

эксперты синхронизацию понимают своеобразно, то для решения этой проблемы необходимо 

унифицированное определеление синхронизации, самосинхронизации и управляющей 

синхронизации [1,2]. 

В статье рассмотрена задача синхронизации на основе принципов симметрии. Для 

решения этой задачи используется известная теорема Э.Нетер, согласно которой определенным 

симметриям системы соответствуют определенные законы сохранения [3,4,5,6]. Задача 

сводится к решению принципа Максимума принципами симметрии [7,8,10,11]. Использование 

принципа максимума позволяет использовать интегральные критерии. Законы сохранения 

энергии, импульса и момента импульса являются фундаментальными законами природы и эти 

законы успешно используются для исследования  различных явлений. Нами проблема 

синхронизации отождествлена с проблемами идентификации, с задачей синтеза оптимального 

входного воздействия: в частности, необходимо нахождение такого оптимального входного 

сигнала, для которой чувчтвительность переменных состояния к параметрам объекта должна 

быть максимальным. Эти методы рассмотрены в работах [7,9]. После определении законов 

сохранения можно определить координаты x  и параметры (частоты и разные коэффициенты) 

объекта. Можно рассмотреть как Лагранжевые, так и Гамильтоновые системы.  
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2. Синхронизация и теория оптимального управления 

 
Пусть задан функционал 

( ) ( )( )dttwtutxfI
t

t
kai∫=

1

0

,,,        ( )lkmani ,...,1,,...,1,,...,1 === , 

здесь k w -параметры системы. В общем объект описывается  следующей системой дифферен-
циальных уравнений: 

( ) ( )[ ],, w,, k ttutxx aiii Φ=&    ( )lkmanji ,...,1,,...,1,,...,1, === , 
где ix -фазовые координаты, u - управление. 

Необходимо найти такое управление, чтобы выполнялись условия синхронизации. 
Пусть AX является вектором состояния 
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Учитывая вышесказанное, функционал можно записать в виде: 
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Используя принцип Максимума функционал можно записать в виде: 

( ) ( )[ ]dttxptwpuxHI
t

t
AiikiaAi∫ −=

1

0

,,,, & , 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]twtutxtptwtutxFtwtptutxH kaAjAiikaAjAkiaAi ,,,,,,,,,, Φ+= .           
(1) 

Здесь H - Гамильтониан системы, ip - неопределенные множители Лагранжа. Используя 
канонические уравнения Эйлера-Гамильтона 
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можно найти преобразования, которые оставляют инвариантным выражения (1). Осуществим 
варьирование переменных  и рассмотрим воздействия возмущений. Разложим функцию 
Гамильтона H в ряд и осуществим  интегрирование по частям. Получим, 

( ) ( )[ ] tdtxptwpuxHI
t

t
AiikiaAi∫ −=

1

0

,,,, & . 

Используя условия инвариантности можно записать в виде: 
( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( ),,,,,,,,,,,,, twpuxdxptwpuxHtwtptutxH kiaAJssAiikiaAjkiaAi ∧+−= ε&  

где ( ) ( )twpux kiaAjs ,,,,∧  - известная функция переменных. 

Рассмотрим разность функционалов II − , после несложных преобразований 
получиим: 

( ) ( ) ( ) ( ) constwpH ssiksiis =∧−−− ξξξ . 
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( )sξ  и ( )siξ -инфинитезимальные переменные определяются решением уравнений 
Киллинга. В смысле практического использования рассмотрим два случая: 

1. Функция Гамильтона H не зависит от времени. В этом случае справедливы условия: 

( ) ,0=siξ               ( ) ( ) constA ss ==ξ . 
Тогда управление является оптимальной и выполняется закон сохранения энергии. 
2. Функция Гамильтона H не зависит от состояний, т.е.     

0=
∂
∂

Aix
H

,          ( ) ( )sisi δξ = ,          ( ) 0=sξ , 

где ( )siδ - символы кронекера, выполняются следующие  условия: 

,ε+= AiAi xx     ,tt =   ,aa uu =   ,kk ww =   constpi = . 
Эти условия соответствуют  законам сохранения импульса. 
Можно рассмотреть более сложный случай, когда выполняются условия: 

ε+= kk ww ,   ,tt = ,aa uu = ii pp =  
и для получения удовлетворительных результатов необходимо использовать 

адиабатические инварианты.  
И так, для координатной синхроизации nyyy === ...21 необходимо определить 

значение импульса. 
Для разомкнутых систем законы сохранения в общем не выполняются. Когда система 

движется во внешнем поле, которое имеет определенные симметрии, могут быть справедливы 
только часть законов сохранения. Например, если поле не зависит от времени,  то в ней 
движущая система  и само внешнее поле могут иметь определенные симметрии и могут быть 
выполнятся только часть законов сохранения. 

Осуществим канонические преобразования уравнений Гамильтона, т.е. перейдем на 
переменных действие-угол. Найдем для гармонического осцилятора 02 =+ xx ω&&  переменую 
действия 

ω
πhI 2

= ,                                                                                    (2) 

которая вычисляется как отношение энергии к частоте. Фаза колебания ϕ  можно определить 
из вырожения 

T
πϕ 2

=& ,                                                                                  (3) 

где T -период колебания. Значения ϕ  и ω  определяются из эксперимента. Для этого 
используются формулы (2) и (3). 

 
3. Синхронизация и адиабатические инварианты 

 
Пусть задана система 
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−=& ,   ( )tqpHH ε,,= ,                                         (4) 

где tελ = параметр системы. 
Величина ( )λ,, qpI  называется адиабатическим инвариантом системы (4), если для 

произволной  æ >0 существует 0>ε , и если εεε 10,0 0 <<<< t , то 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) <− 0;0,0;, qpIttqtpI ε æ. 
Очевидно, что первый интеграл является адиабатическим инвариантом. Для 

гармонического осциллятора адиабатический инвариант это отношение энергии к частоте. 
h иwмогут изменятся, но их отношение остается  постоянной. В многочастотных  
Гамильтоновых системах переменные воздействия ( )nII ...1  являются адиабатическими 
инвариантами. 
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Теперь перейдем к формализме задачи Лагранжа. Рассмотрим уравнение вида: 
( ) 0=+ ztwz&& .                                                                   (5) 

 Если на коэфициентах ( )tw не наложены ограничения, то оно инвариантно к группам 
преобразования [4,5]: 

t
X

∂
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z

zX
∂
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=2 . 

Если учесть, что уравнение (5) является уравнением Эйлера-Лагранжа, то Лагранжиан 
можно записать в виде: 

22

2
1

2
1 wzzI += &  , 

т.е. для оператора 1X  получим 
2zA = . 

И так выполняется закон сохранение энергии. 

Известно,что для сложной волны один период пропорционален к ( )dttz
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связать с коэффициентам Фурье 
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и для оператора 2X  
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выполняется закон сохранения момента импульса.         
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sinqronizaciis problema da Senaxvis kanonebi 

valida sesaZe, vladimer kekenaZe, gela WikaZe,  
nana maRlakeliZe  

saqarTvelos teqnikuri universiteti 

reziume 

 statiaSi ganxilulia sinqronizaciis problema simetriis principebis 

TvalsazrisiT. am amocanis amoxsnisaTvis gamoyenebulia e. neteris cnobili Teorema, 

romlis mixedviTac sistemis gansazRvrul simetriebs Seesabameba Sesabamisi Senaxvis 

kanoni. amocana dayvanilia maqsimumis principis amoxsnaze simetriis meTodebiT.  

 
 
 

PROBLEM OF SYNCHRONIZATION AND PRESERVATION LAWS 

Sesadze Valida, Kekenadze Vladimer, Tshikadze Gela,  
Maglakelidze Nana 

Georgian Technical University 

Summary 

There is considered the problem of synchronisation on the basis of symmetry 

principles in the article. For the decision of this problem E.Neter's known theorem according 

to which defined Symmetry systems correspond certain laws of preservation is used. The 

Problem is reduced to the decision of a principle of the Maximum by symmetry principles. 

 


