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სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების გამოყენებით აგებულია და  

კომპიუტერული პროგრამით უზრუნველყოფილია მაღალი რიგის სიზუსტის 
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Abstract 

NUMERICAL SOLUTIONS OF CRACKS TASKS USING THE 

SINGULAR INTEGRATED EQUATIONS   
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The founding of exact solution of number of practical problems of structural mechanics is 

reduced to computation of such integrals, or to solution of integral equations that is rather 

complex and in some cases impossible. In such cases for solution of problem is necessary 

application of numerical methods. In turns, the development of algorithms numerical 

solutions and their computational realization is connected with certain complexity and 

includes several significant stages. Firstly for the numerical solution of certain problem 

would be developed according mathematical algorithm. Naturally at development of such 

algorithm would be provided the solved tasks features: in particular. The algorithm fully 

will describes the problem’s nature and explain as exactly as its content. On the other 

hand would be as possible exact and stable regarding to computational process.  

The dissertational work is concerned exactly to study of such problems for some tasks of 

structural mechanics. In particular, it includes development numerical solution algorithms 

for higher order of precision crack tasks and their computational realization.  

In the presented work has been considerd application of method of singular integral 

equations for practical problems of structural mechanics construction of high order 

precision numerical solutions algorithms and computational realization.  

In the presented work is developed theory that gives the possibility to calculate the 

stresses values on arbitrary small neighborhood of cracks ends that gives the possibility to 

perform such distribution of stresses that gives the possibility to avoid further destruction 

of building. If the further cracks propagation is unavoidable, then building developed in 

dissertation theory is possible to forecast the cracks expected propagation direction.  

As it is shown due investigations by singular integral equations, in comparison with other 

known methods, exactly are described complex nature of arisen problem (especially in 

crack tasks). Thus the developed in dissertation development construction of such 

equations high order precision numerical solution algorithms represents the actual theme.  

In the crack tasks often is difficult to describe the straight lines by exact parametric 

equations (often it is impossible) and is known only graphical shape of this straight line. In 

such cases as it is indicated by experiments, is effective the method of singular integral 

equations. 
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For such type of numerical solutions of task’s, when crack has arbitrary smooth or  site-

by-site smooth straight line shape, are constructed high order precision schemes and are 

developed according computer programs.  

The scientific novelty of dissertational work is presented application of singular integral 

equations constructed and provided by computer program high order precision numerical 

solution algorithms for some problems of structural mechanics. 
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სიზუსტით გაუსის ტიპის მახლობელი კვადრატურული  

ფორმულების შესახებ--------------------------------------------------------------36 

1.8. სანიკიძე-კუბლაშვილის კოშის გულიანი სინგულარული  

ინტეგრალებისათვის კვადრატურული ფორმულების 

მომატებული რიგის  სიზუსტის შესახებ----------------------------------------42 

1.9. მაღალი რიგის გამოთვლითი სქემები წონიანი სინგულარული 

ინტეგრალების მიახლოებითი გამოთვლისათვის-----------------------------50 

II თავი. სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების რიცხვითი 

ამოხსნები 

2.1.პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების 

რიცხვითი ამოხსნის ალგორითმის აგება დისკრეტულ 

განსაკუთრებულებათა მეთოდის გამოყენებით--------------------------------58 

2.2. პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების 

რიცხვითი ამოხსნის შესახებ გახსნილი კონტურების შემთხვევები---------60 



10 
 

2.3. პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური განტოლების 

რიცხვითი ამონახსნის შესახებ, გახსნილი კონტურებით,  

არანულოვანი ინდექსის შემთხვევაში-------------------------------------------66 

2.4. სრული ინტეგრალური განტოლების შემთხვევა--------------------------71 

2.5. სრული ინტეგრალური განტოლების რიცხვითი ამოხსნის შესახებ 

მარკოვის ტიპის კვადრატურული ფორმულებით-----------------------------78 

III თავი 

3.1. დირიხლეს ამოცანის რიცხვითი ამოხსნა უცნობი  

გახსნილი სასაზღვრო წირის შემთხვევაში--------------------------------------79 

3.2. დირიხლეს სახეშეცვლილი ამოცანის რიცხვითი ამოხსნის 

 შესახებ გახსნილი კონტურების შემთხვევაში----------------------------------90 

3.3. დირიხლეს ამოცანის რიცხვითი ამოხსნის შესახებ არეებისათვის, 

რომელთა საზღვრის წირებს არ აქვთ მაღალი რიგის სიმრუდე--------------98  

ლიტერატურა----------------------------------------------------------------------103 

დანართი----------------------------------------------------------------------------111 

 

 

ნახაზები 

 

nax. 1---------------------------------------------------------------------------------------------------27 

nax. 2---------------------------------------------------------------------------------------------------48 

nax. 3---------------------------------------------------------------------------------------------------86 

nax. 4---------------------------------------------------------------------------------------------------87 

nax. 5---------------------------------------------------------------------------------------------------98 
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ცხრილები 

 

cxrili 1 ---------------------------------------------------------------------------------------------28 

cxrili 2 ---------------------------------------------------------------------------------------------28 

cxrili 3 ---------------------------------------------------------------------------------------------28 

cxrili 4 ---------------------------------------------------------------------------------------------57 

cxrili 5 ---------------------------------------------------------------------------------------------71 

cxrili 6 ---------------------------------------------------------------------------------------------71 

cxrili 7 ---------------------------------------------------------------------------------------------71 

cxrili 8 ---------------------------------------------------------------------------------------------89 

cxrili 9 ---------------------------------------------------------------------------------------------89 

cxrili 10--------------------------------------------------------------------------------------------89 

cxrili 11 -------------------------------------------------------------------------------------------95 

cxrili 12 -------------------------------------------------------------------------------------------96 

cxrili 13 -------------------------------------------------------------------------------------------96 

cxrili 14 -------------------------------------------------------------------------------------------96 

cxrili 15 -------------------------------------------------------------------------------------------96 

cxrili 16 -------------------------------------------------------------------------------------------97 

 

 

შესავალი 

უკანასკნელ წლეწბში სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა თეორია 

სულ უფრო მეტ მნიშვნელობას იძენს. მექანიკის (აეროდინამიკის,  

დრეკადობის თეორიის, რღვევის თეორიის, ელექტროდინამიკის და სხვა) 
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მრავალი გამოყენებითი ტიპის ამოცანები ბუნებრივი გზით მიიყვანება 

ერთგანზომილებიან სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებებზე, 

რომელთა შესახებაც საკმაოდ კარგად დამუშავებული სრული თეორია 

მოცემულია სხვადასხვა ავტორების ნაშრომებში (გახოვი, ივანოვი, 

მუსხელიშვილი, ლიფანოვი და სხვა).  

თავის მხრივ  სინგულარული ინტეგრალების დათვლა, ან ინტეგრალური 

განტოლებების ამოხსნა ძალიან რთულია, ზოგ შემთხვევაში შეუძლებელიც. 

ასეთ შემთხვევაში პრობლემის გადასაწყვეტად აუცილებელი ხდება 

რიცხვითი მეთოდების გამოყენება.  

რიცხვითი ამონახსნების ალგორითმების დამუშავება და მათი 

კომპიუტერული რეალიზაცია გარკვეულ სირთულეებთან არის 

დაკავშირებული და მოიცავს რამოდენიმე მნიშვნელოვან ეტაპს. პირველ 

რიგში ამა თუ იმ ამოცანის რიცხვითი ამოხსნისათვის უნდა დამუშავდეს 

შესაბამისი ალგორითმები. ბუნებრივია ასეთი ალგორითმების დამუშავების 

დროს გათვალისწინებული უნდა იქნას ამოსახსნელი ამოცანების 

თავისებურებანი: კერძოდ, ალგორითმი სრულად უნდა აღწერდეს ამოცანის 

ბუნებას და რაც შეიძლება ზუსტად გადმოცემდეს მის შინაარსს.  მეორე 

მხრივ, ალგორითმი უნდა იყოს მაღალი სიზუსტის და გამოთვლითი 

პროცესების მიმართ მდგრადი. 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების რიცხვითი ამოხსნის 

მეთოდების განვითარება დაიწყო გაცილებით უფრო გვიან, ვიდრე 

თეორიული გამოკვლევები. პირველი შრომები გამოჩნდა მხოლოდ გასული 

საუკუნის ოცდაათიან წლებში. 1932 წელს გამოქვეყნებული მ.  

ლავრენტიევის ცნობილი სტატია ბიძგი გახდა 50-იან წლებში ამ 

მიმართულებით დაწყებული გამოთვლითი მეთოდების ინტენსიური 

დამუშავებისათვის. ამ მიმართულებით განსაკუთრებით აღნიშვნის ღირსია 

ს. ბელოცერკოვსკის შრომები აეროდინამიკაში, რომელიც საფუძვლად 

დაედო არსებითად ახალ, ამჟამად კარგად ცნობილ, სინგულარულ 
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ინტეგრალურ განტოლებათა რიცხვითი ამოხსნის მეთოდს- დისკრეტულ 

განსაკუთრებულობათა მეთოდს.  

სინგულარული ინტეგრალების მიახლოებითი გამოთვლებისადმი 

მიძღვნილ სხვა ავტორთა შრომებიდან დასახელებული უნდა იქნას ს, 

ბელოცერკოვსკის, ი. ლიფანოვის, მუსაევის,  ჯ. სანიკიძის, ა. ჯიშკარიანის, 

მ. კუბლაშვილის,  ბ. გაბდულხაევის, ი ბოიკოვისა და სხვათა შრომები.  

მნიშვნელოვანია აღინიშნოს, რომ ინტეგრალური განტოლებების ამოხსნის 

რიცხვითი მეთოდების განვითარების ტენდენცია დაიწყო უფრო მეტად 

„კარგი“ გულის მქონე მეორე გვარის ფრედგოლმის განტოლებებზე. ასეთი 

განტოლებებისათვის აგებული იქნა რიცხვითი მეთოდები: ა) მაღალი რიგის 

სიზუსტის, საკმარისად ვიწრო კლასისი, განტოლებებისათვის, როცა 

საძებნი ფუნქციები ინტერპოლირდება სპეციალური მრავალწევრებით ან 

შესაბამისი ოპერატორების საკუთრივი ფუნქციებისგან შედგენილი 

მწკრივის კერძო ჯამებით. ბ) დაფუძნებული მართკუთხედის ტიპის ან 

ანალოგიური, საკმარისად ზოგადი, ტიპის ფორმულებზე. 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლებებისათვის რიცხვითი 

ალგორითმების აგების დროს, ვაწყდებით პრობლემებს იმის გამო, რომ 

სინგულარული ინტეგრალი ჩვეულებრივი აზრით განშლადია და გაიგება 

გარკვეული სპეციალური აზრით (ე.წ. კოშის მთავარი მნიშვნელობით). 

ამიტომ ასეთი ინტეგრალური განტოლებების რიცხვთი ალგორითმების 

აგების დროს წარმოიშობა დამატებითი სიძნელეები.  

ასე მაგალითად განვიხილოთ ფრედგოლმის განტოლება: K f  , სადაცK  

ფრედგოლმის ოპერატორია, f  ცნობილი, ხოლო საძებნი 

ფუნქციებია.ვთქვათ K  ოპერატორისათვის ავაგეთ
nK მიახლოებითი 

ოპერატორი ისეთი, რომ
nK K 0,  n , მაშინ როცა K f 

განტოლებას აქვე ერთადერთი ამონახსნი , n n nK f  მიახლოებით 

განტოლებასაც გარკვეული 0n -დან დაწყებული ექნება 

ერთადერთიამონახსნი n და
n 0,  n . სინგულარულ 
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ინტეგრალურ განტოლებაში ასე არ ხდება: ვთქვათ ზუსტი სინგულარული 

ინტეგრალური განტოლებააS f  , ხოლო აპროქსიმაციის შედეგად 

მიღებული მიახლოებითი განტოლება იყოს 
n n nS f  . დაუშვათ, რომ 

ზუსტ განტოლებას აქვს ერთადერთი ამონახსნი და
nS S 0,  აქედან არ 

გამომდინარეობს, რომ
n 0  ; სინგულარულ ინტეგრალურ 

განტოლებებში, ყოველ განტოლებას სჭირდება ინდივიდუალური 

შესწავლა.ამიტომ ასეთ შემთხვევაში რთულდება მიახლოებითი 

პროცესების დაფუძნება. ამის გამო, მიუხედავად იმისა, რომ სინგულარული 

ინტეგრალური განტოლებები კარგად აღწერენ მექანიკის ამოცანების რთულ 

ბუნებას, თავის მხრივ, მიახლოებითი პროცესების შესწავლა ბევრ 

სირთულებთანაა დაკავშირებული. 

საყოველთაოდცნობილია, 

რომბზარებისამოცანებიითვლებართულამოცანებად. 

განსაკუთრებითაქტუალურიაისეთიმეთოდებისდამუშავება, 

რომლებიცსაშუალებასმოგვცემსადვილადგანისაზღვროსბზარებისბოლოებ

ისრაგინდმცირემიდამოშიძაბვებისმნიშვნელობები, რაც, თავისმხრივ, 

ბზარისშემდგომიგავრცელებისმიმართულებისპროგნოზირებისგაკეთებისს

აშუალებასმოგვცემს. როგორცგამოკვლევებმააჩვენა, 

ასეთიამოცანებისათვისძალიანეფექტიანიაღმოჩნდასინგულარულიინტეგრა

ლურიგანტოლებები. 

სადისერტაციონაშრომიეხებასწორედასეთიპრობლემებისშესწავლასსამშენე

ბლომექანიკისზოგიერთიამოცანისათვის.იგიმოიცავსბზარებისამოცანებისა

თვისმაღალირიგისსიზუსტისრიცხვითიამოხსნისალგორითმებისდამუშავებ

ასდამათკომპიუტერულრეალიზაციას.  

 ნაშრომის პირველთავში განხილულია წონიანი სინგულარული 

ინტეგრალებისათვის  სხვადასხვა ავტორების და დისერტანტის მიერ 

დამუშავებული რიცხვითი გამოთვლების ალგორითმები და მათი 

კრებადობის რიგის შეფასებები.   
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პირველითავის§1.1-შიმოყვანილია ხარისხობრივი ტიპის 

განსაკუთრებულობების მქონე სიმკვრივიანი სინგულარული ინტეგრალის 

თვისებები.  
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სადაც abL  წარმოადგენს გლუვ გახსნილ კონტურს   დაb ბოლოებით, 

რომელიც მოცემულია განტოლებით )(),( ba sssstt  . ამასთან,  

დადებითი მიმართულება აიღება s პერიმეტრის ზრდის მიხედვით. c არის 

   ან b,   )(   ),10(    , cti  -ს ქვეშ იგულისხმება ამ მრავალსახა 

ფუნქციის ნებისმიერი ფიქსირებული შტო.   

პირველითავის§1.2-ში განხილულია ს. ბელოცერკოვსკისა და ი. ლიფანოვის 

მიერ აგებული რიცხვითი გამოთვლის ალგორითმები  შემდეგი სახის 

სინგულარული ინტეგრალისათვის 
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სადაც L  ერთეულრადიუსიანი წრეა ცენტრით კოორდინატთა სათავეში, 

ხოლო )(t  ფუნქცია აკმაყოფილებს ჰელდერის პირობას L  კონტურზე 

(ჰელდერის კლასის ფუნქციაა L -ზე).   აღნიშნული ინტეგრალი შეცვლილია 
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ფუნქციებისთვის მიღებულია შემდეგი შეფასება 
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იმავე სახის სინგულარული ინტეგრალი განხილულია  baL ,

მონაკვეთისთვის, რომლის მიახლოებითი გამოთვლისათვის აგებულია 

კვადრატურული ფორმულა 
 

n

k jk

k

tt

ht

1 0

)(
 და მოყვანილია შეფასება 



16 
 

njt
tt

ht

tt

dtt
I j

b

a

n

k jk

k

j

,...,1,0  ),(
)()(

0

1 00







  





 

სადაც )( 0 jt  მნიშვნელობა აკმაყოფილებს შემდეგს: 

1) ყველა წერტილისთვის   0  ,b  ,0  at j უსასრულოდ მცირე 

რიცხვია 

;10    ),()( 10
1   

 hOt j
 

2) ყველა წერტილისთვის  bat j ,0   

,10      ),()( 2

0

00
2 



 
hOtt

n

j

jj  

აქ njht j ,...,1,0    ,0  . 

პირველითავის§1.3-ში გადმოცემულია ჯ. სანიკიძის მიერ აგებული 

დისკრეტულ განსაკუტრებულობათა მეთოდის მოდიფიცირებული 

მომატებული რიგის სიზუსტის გამოთვლითი სქემა. 

განხილულია შემდეგი სახის სიგულარული ინტეგრალი 

 
L

tt

dtt

i 0

)(1 


 

სადაც შეკრული გლუვი Lკონტური წერტილთა ორი სისტემის 

საშუალებით, 2n კვანძით         
  

, იყოფა 2n ტოლ ნაწილად. 

ინტეგრალისათვის აგებულია მიახლოება: 

2 1

2 1 0
0 2 1 2 1

10 0
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i t t t
 

 
   
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       
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ამასთან, 
2 1 2 1(0) (0)

2 1 2 1 2 1 2 1

( ) , ( )
t t

l t l t
   

 

       
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   პარამეტრისათვის             მნიშვნელობების მიცემით მივიღებთ 

(       სინგულარული ინტეგრალისათვის გარკვეულ აპროქსიმაციის 

სქემას.  

თუ )(t  ფუნქციას L-ზე გააჩნია მეორე რიგის შემოსაზღვრული 

წარმოებული, მაშინ აღნიშნული კვადრატურული ფორმულისათვის 

მიღებულია ცდომილების შეფასება )ln(0 2 nn .  

პირველითავის§1.4-ში განხილულია მ. კუბლაშვილის მიერ აგებული 

დისკრეტულ განსაკუტრებულობათა მეთოდის მოდიფიცირებული 

მომატებული რიგის სიზუსტის გამოთვლითი სქემა გახსნილი კონტურების 

შემთხვევაში.  

განხილულია შემდეგი სახის სინგულარული ინტეგრალი: 

0

0

):( )(
)()(

1
):(

tt

dtt
btat

i
tS q

L

pqp


 




  

სადაც abL   კომპლექსურ სიბრტყეზე რაიმე გახსნილი გლუვი კონტურია 

a  და b ბოლოებით, რომელიც მოცემულია პარამეტრული სახით  

))(( ba sssstt  .  აქ                                                     qp btatt )()()(   

წონითი ფუნქციაა, სადაც p  და q პარამეტრები იღებს ერთ-ერთ 

მნიშვნელობას ±1/2 რიცხვებიდან.   

ასეთი სინგულარული ინტეგრალისათვის იგება კვადრატურული 
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ინტერპოლაციის ლუწი ინდექსის წერტილებში 
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ანალოგიურად აიგება ),( 0
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)2/1;2/1( tDn  . 

  კვანძებში );()2/1;2/1(



nD  ჯამების საშუალებით შეიძლება ავაგოთ 

მიახლოებითი ფორმულა შესაბამისად );( 0

)2/1;2/1( tS   სინგულარული 

ინტეგრალებისათვის, რომლებსაც აზრი ექნებათ ნებისმიერი Lt 0 -სთვის, 

ამასთან ექნებათ სიზუსტის იგივე რიგი, რაც   -კვანძით წერტილებში.  
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მტკიცდება, რომ, როდესაც      ფუნქციას გააჩნია მეორე რიგის 

შემოსაზღვრული წარმოებული, სამართლიანია შემდეგი  შეფასება: 
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სადაც M,A,B მუდმივებია, რომლებიც დამოკიდებულია მხოლოდ L-ზე და  

    ფუნქციის ჰელდერის მაჩვენებელზე.  

პირველითავის§1.5-ში განხილულია ჯ. სანიკიძის და კ. ნინიძის მიერ კოშის 

გულიანი სინგულარული ინტეგრალებისათვის ჩებიშევის ტიპის 

მომატებული რიგის სიზუსტის კვადრატურული ფორმულები. მოყვანილია 

სიგულარული ინტეგრალის მიახლოებითი გამოთვლის ფორმულა 

ჩებიშევის კვანძებისათვის 21   , tt  . 
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პირველითავის§1.6-შიგადმოცემულია მ. კუბლაშვილისა დაჯ. სანიკიძის 

მიერ განხილული კოშის გულიანი სინგულარული ინტეგრალებისათვის  

კვადრატურული ფორმულების მომატებული რიგის სიზუსტის შესახებ. 

განხილულია შემდეგი სახის კოშის გულიანი სინგულარული ინტეგრალი 
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სადაც    kk At   ,  - შესაბამისად, გაუსის ჩვეულებრივი კვადრატურული 

ფორმულის კვანძები და წონებია, თანაც ნაგულისხმევია, რომ წონითი 

ფუნქცია )(t აკმაყოფილებს ცნობილ  სტანდარტულ პირობებს. 

12 n -თან ყველაზე ახლოს მდგომ  nr  მნიშვნელობებს, ბუნებრივია, 

მივყავართ სინგულარული ინტეგრალებისათვის კვადრატურულ 

ფორმულებამდე, რომლის სიზუსტე უახლოვდება გაუსის კვადრატურული 

ფორმულების სიზუსტეს. 

n  კვანძების რაოდენობების სხვადასხვა მნიშვნელობებისათვის 

ჩატარებულმა ექსპერიმენტებმა დაადასტურა ამ მიმართულებით 

წარმოქმნილი თეორიული მოსაზრებები 

პირველითავის§1.7-შიგადმოცემულია ჯ. სანიკიძის და მ.კუბლაშვილის 

მიერ განხილული კოშის გულიანი სინგულარული ინტეგრალებისათვის 

სიზუსტით გაუსის ტიპის მახლობელი კვადრატურული ფორმულების 

შესახებ. აქაც, როგორც წინა პარაგრაფში, განხილულია კოშის გულიანი 

შემდეგი სახის სინგულარული ინტეგრალი 
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ინტეგრალისათვის განხილულია გაუსის კვადრატურული ფუნქცია 
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იგულისხმება, რომ )(t -ს გააჩნია შესაბამისი სიგლუვე. თუ )11(  xx

მნიშვნელობები  შერჩეულია ისე, რომ ამ უკანასკნელისათვის შესრულდეს 

ტოლობა 














n

k k

k

xt

A

xt

dt
t

1

1

1

,0)(   



21 
 

მაშინ x -ის შესაბამისი მნიშვნელობებისათვის მოცემული პირობის 

მიხედვით  შემდეგი სინგულარული ინტეგრალისათვის 
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xdt
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გვექნება კვადრატურული ფორმულა  
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ასეთი სტრუქტურის კვადრატურული  ფორმულები, რომლებიც 

ლიტერატურაში ცნობილია სინგულარული ინტეგრალებისათვის გაუსის 

კვადრატურული ფორმულების სახელწოდებით, განისაზღვრება სავსებით 

ერთმნიშვნელოვნად მოცემული )(t -სათვის   1

1





n

kkx  სინგულარობის 

წერტილების მნიშვნელობებით.  

პირველითავის§1.8-შიხორციელდება დისერტანტის მიერ კოშის გულიანი 

სინგულარული ინტეგრალებისათვის მარკოვის ტიპის მომატებული რიგის 

სიზუსტის კვადრატურული ფორმულების აგება 7n   კვანძისათვის. 

მოყვანილია სინგულარული ინტეგრალის მიახლოებითი გამოთვლის 

ფორმულა მარკოვის კვანძებისათვის 12 ..., 2, 1,  , ktk . მარკოვის 12 

კვანძისათვის ვღებულობთ 7 სინგულარობის წერტილს 2,...,7 1,  ,0 jt j . 

მიღებული სინგულარობის წერტილებში სინგულარული ინტეგრალის 

დასათვლელად ვიყენებთ კვადრატურულ ფორმულას 
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განხილული საკითხი წარმოადგენს მეტად მნიშვნელოვანს, იმ 

თვალსაზრისით, რომ აღნიშნული ტიპის სინგულარული 

ინტეგრალებისათვის გვეძლევა საშვალება ერთნაირი რიცხვითი 

კოეფიციენტებიანი კვადრატურული ფორმულების გამოყენებისა. 
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პირველითავის§1.9-შიგანხილულია მ. კუბლაშვილის მიერ აგებულ მაღალი 

რიგის გამოთვლითი სქემებს წონიანი სინგულარული ინტეგრალებისათვის.  
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აგებულია კვადრატურული ფორმულა მოცემული ინტეგრალისათვის 
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ნაშრომის II თავშინაჩვენებიაI თავში აგებული მიახლოებითი ფორმულების 

გამოყენება ერთი კლასის სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების 

რიცხვითი ამოხსნებისათვის. ამ კლასის განტოლებებზე მიიყვანება 

სხვადასხვა სახის გამოყენებითი (მათ შორის სამშენებლო მექანიკის) ტიპის, 

დირიხლეს (შესაბამისად გრეხის) და დრეკადობის თეორიის ძირითადი 

სასაზღვრო ამოცანები, რომელთა შესაბამისი ინტეგრალური განტოლებები 

იწერება კოშის გულიან სინგულარულ ინტეგრალებში. 

მეორეთავის§2.1-შიპირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური 

განტოლებებისათვის ს. ბელოცერკოვსკისა და ი. ლიფანოვის მიერ 

რიცხვითი ამოხსნის ალგორითმის აგება დისკრეტულ 

განსაკუთრებულებათა მეთოდის გამოყენებით. განიხილება შემდეგი სახის 

პირველი გვარის ინტეგრალური განტოლება ინტერვალზე 
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გამოყენებულია  შემდეგი სახის მიახლოებითი გამოთვლის ალგორითმი 
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შეფასებულია ამონახსნი შემდეგი უტოლობით: 

nk t(t(t kn knk ...,,2,1        )())    

 სადაც მნიშვნელობა )( kt  აკმაყოფილებს შემდეგ უტოლობებს: 
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1) ყელა წვერტილისათვის    batk   , , სადაც 0  

0      ),)( 1
1   

 (hOt δkn  

2) ყელა წერტილისათვის  batk   ,  
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მეორეთავის§2.2-შიგანიხილება 
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1 ( ) 1
( , ) ( ) ( ),         ( )

i i

t dt
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პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების რიცხვითი 

ამოხსნის საკითხი, სადაც L ab  წარმოადგენს გახსნილ გლუვ კონტურს. 

რომელსაც ჩვენ კვლავ ჩავთვლით, რომ მოცემულია პარამეტრული სახით 

),( 0 ttK  და ( )   f t L ზემოცემული ფუნქციებია, რომლებიც აკმაყოფილებს 

ჰელდერის პირობას.  მოცემულ §-ში განხილული სქემა გამოიყენება 

პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური განტოლების რიცხვითი 

ამოხსნისთვის, ნებისმიერი გახსნილი კონტურის შემთხვევაში, იმ 

დაშვებით, რომ მოცემულ ზუსტ განტოლებას ამონახსნების განსახილველ 

კლასში აქვს ერთადერთი ამონახსნი.  მარჯვენა მხარისა და გულის მიმართ 

გარკვეულ დაშვებებში შეგვიძლია მივაღწიოთ საკმარისად მაღალ რიგს, 

1/2

1
,

r
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n  

 
 
 

სადაც    რაგინდ მცირე დადებითი რიცხვია.  

მეორეთავის§2.3-შიგანიხილება 
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პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური განტოლების რიცხვითი 

ამოხსნა იმ შემთხვევაში, როცა მისი ამონახსნი ცალსახად არ განისაზღვრება 

ან განტოლების ამოხსნადობისათვის f  მარჯვენა მხარეს მოეთხოვება 

დამატებითი პირობა. ასეთი განტოლებების რიცხვითი ამოხსნისათვის 

მოყვანილია მაღალი რიგის სიზუსტის სქემები. 
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§2.4-ში ანალოგიურად აიგება მიახლოებითი პროცესები სრული სახის 

პირველი გვარის ინტეგრალური განტოლებისათვის 

მეორეთავის§2.5-შიგანხილულია ჩვენს მიერ აგებულიმარკოვის ტიპის 

კვადრატურული ფორმულებით პირველი გვარის სინგულარული 

ინტეგრალების ამოხსნა.  
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კვლავ ვგულისხმობთ, რომ HttK ),(f(t), 0 . ინტეგრალური 

განტოლებისათვის ვიყენებთ კვადრატურულ ფორმულას 
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სადაც 7,...,2,1j . აქ kt  და jt0 , 7,...,2,1j , 12,...,2,1k §1.8-ში ჩვენს მიერ 

მოძებნილი კვანძითი და სინგულარობის წერტილებია. მიღებული 

კვადრატურული ფორმულიდან ჩანს, რომ იგი წარმოადგენს განტოლებათა 

სისტემას 12 უცნობითა და შვიდი განტოლებით, რომლის ამოხსნაც 

ცალსახად შეუძლებელია.  

ნაშრომის III 

თავშიწარმოდგენილიასამშენებლომექანიკისმეტადაქტუალურისაკითხი,  

ბზარებისზოგიერთიამოცანისრიცხვითიამოხსნასინგულარულიინტეგრალ

ურიგანტოლებებისგამოყენებით. ცნობილია, 

რომროცაბზარსაქვსგლუვიანუბან-უბანგლუვიწირისფორმა, 

იგიმიიყვანებადირიხლესამოცანაზე. დასმულია და განხილულია 

დირიხლეს ამოცანების რიცხვითი ამოხსნა სხვადასხვა შემთხვევებისათვის. 

კერძოდ: 

§-3.1-ში განხილულია დირიხლეს ამოცანის რიცხვითი ამოხსნა უცნობი 

გახსნილი სასაზღვრო წირის შემთხვევაში. 
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§-3.2-ში განიხილება დირიხლეს სახეშეცვლილი ამოცანის რიცხვითი 

ამოხსნა  გახსნილი კონტურების შემთხვევაში. 

§-3.3-ში განიხილება დირიხლეს ამოცანა ისეთი არეებისათვის, რომელთა 

საზღვრის წირებს არ აქვთ მაღალი რიგის სიმრუდე. 

სამივე ამოცანა მიიყვანება სხადასხვა ტიპის სინგულარულ ინტეგრალურ 

განტოლებებზე, რომელთა რიცხვითი ამოხსნისათვის ვიყენებთ წინა 

თავებში აგებულ მაღალი რიგის რიცხვითი გამოთვლის სქემებს. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I თავი 
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წონიანი სინგულარული ინტეგრალების მიახლოებითი 

გამოთვლის ალგორითმების აგება 

 

§1.1. ხარისხობრივი ტიპის განსაკუთრებულობების მქონე სიმკვრივიანი 

სინგულარული ინტეგრალების მიახლოებითი გამოთვლის შესახებ 

განვიხილოთ შემდეგი სახის სინგულარული ინტეგრალი 

)(       
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 (1.1.1) 

სადაც abL  წარმოადგენს გლუვ გახსნილ კონტურს   დაb ბოლოებით, 

რომელიც მოცემულია განტოლებით )(),( ba sssstt  . 

ამასთან,დადებითი მიმართულება აიღება s პერიმეტრის ზრდის მიხედვით. 

c არის    ან b,  )(   ),10(    , cti  -ს ქვეშ იგულისხმება ამ 

მრავალსახა ფუნქციის ნებისმიერი ფიქსირებული შტო. 

ცნობილია(იხ. [1], §22), რომ,როცა 0  i , მაშინ 
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ამასთან, თუ 0 , მაშინ )( 0

* t  ეკუთვნის H კლასს (აკმაყოფილებს 

ჰელდერის პირობას) c  წერტილის მიდამოში. 

როცა 0 , მაშინ 
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
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
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სადაც )( 0

** t  ეკუთვნის H-ს c  წერტილის მიდამოში, ზედა ნიშანი აიღება, 

როცა c=  ,  ქვედა კი, როცა c=  . ამ მსჯელობიდან გამომდინარეობს, რომ, 

როცა ),,;(   ,0Re 0  tS სინგულარული ინტეგრალი a  ან b წერტილების 

მახლობლობაში შემოსაზღვრული შეიძლება იყოს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა  i 2/1  (  -ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია). ამასთან, ეს 
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შემთხვევა საინტერესოა იმითაც, რომ წონიანი სინგულარული 

ინტეგრალები, წონით, რომლებსაც აქვთ კვადრატული ფესვის სახის 

განსაკუთრებულობები, ხშირად გვხვდება გამოყენებებში. ასეთ 

ინტეგრალებზე მიიყვანება გახსნილი კონტურებიანი სინგულარული 

ინტეგრალების შებრუნების ფორმულები და ამით, როგორც ცნობილია, 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების ზოგადი თეორიიდან (იხ. [1] 

თავი V), ზოგადი სახის პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური 

განტოლებების ამოხსნების სტრუქტურა ინტეგრების წირის ბოლოებში 

წინასწარ განისაზღვრება აღნიშნული ტიპის განსაკუთრებულობებით. 

თავის მხრივ, განტოლებების ეს კლასი ძალიან მნიშვნელოვანია იმ 

თვალსაზრისით, რომ მათზე მიიყვანება ძალიან ბევრი მნიშვნელოვანი 

გამოყენებითი ტიპის პრაქტიკული ამოცანა (იხ. [1], [2], [3], [4]). 

 

 

§1.2. სინგულარული ინტეგრალების მიახლოებითი გამოთვლა ს. 

ბელოცერკოვსკი-ლიფანოვის ალგორითმით 

განვიხილოთ შემდეგი სახის სინგულარული ინტეგრალი 
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სადაც L  ერთეულრადიუსიანი წრეა ცენტრით კოორდინატთა სათავეში, 

ხოლო )(t  ფუნქცია აკმაყოფილებს ჰელდერის პირობას L  კონტურზე 

(ჰელდერის კლასის ფუნქციაა L -ზე). 

მოსახერხებელია დაწყება ინტეგრალით 

 


L
tt

dt
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00 )(         (1.2.2) 

რომლისთვისაც [2] ცნობილია, რომ  
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)( 00 tI  

ავიღოთ L -ზე წერტილთა ორი სიმრავლე: 
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ისეთები, რომ წერტილებმა ),...,1  ,( nktk   მოცემული წრე დაყოს n  ტოლ 

ნაწილად, ხოლო წერტილები kt0  წარმოადგენს  


1  kk tt  რკალის 

შუაწერტილებს. ჩავთვალოთ, რომ kn tt 1 . მომავალში ასეთნაირად აღებულ 

სიმრავლეს E -ს და 0E -ს ვუწოდოთ L  კონტურის კანონიკური დაყოფა. 

ლემა: ნებისმიერი 00 Et j  წერტილისათვის სრულდება უტოლობა 
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სადაც nkttt kkk ,...,1   ,1   .  

ახლა განვიხილოთ ანალოგიური კვადრატურული ჯამი (1.2.1)-ი სახის 

სინგულარული ინტეგრალისათვის. დაუშვათ E  და 0E სიმრავლეები ქმნიან 

L  კონტურის კანონიკური დაყოფას. ავღნიშნოთ  
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მაშინ სამართლიანია შემდეგი თეორემა: დაუშვათ )(t აკმაყოფილებს 

ჰელდერის ( )(H ) პირობას L -ზე. მაშინ შესრულდება შემდეგი უტოლობა 

.
1

)(ln
1

)(

,,...,1   ),()()(

00

000






















n
Otn

n
Ot

njttstI

jj

jjnj







               (1.2.5) 

ახლა ჩავთვალოთ, რომ  baL ,  ნამდვილი რიცხვითი ღერძის მონაკვეთია, 

ხოლო Ht )( L -ზე. მაშინ მივიღებთ 
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სადაც  Ht )(  baL , -ზე, 1  ,0  v  

დაუშვათ წერტილები btttat n  1210   ,...,  ,  ,  დაყოფს  ba,  მონაკვეთს 1n  

ტოლ ნაწილად ბიჯით )1/()(  nabh , ხოლო jt0  წარმოადგენს 

მონაკვეთების   njtt jj ,...,1  ,  , 1   შუაწერტილებს. ვიტყვით, რომ 

),...,1  ,( nktE k   და ),...,1  ,( 00 nktE k  სიმრავლეები ქმნიან  baL ,   

მონაკვეთის  კანონიკური დაყოფას h -ბიჯით. 

ლემა: ნებისმიერი 00 Et j  წერტილისათვის სრულდება უტოლობა 
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n

k jk

b

a j tbat

hB

tt

h

tt

dt











             (1.2.7) 

სადაც B რაიმე მუდმივი სიდიდეა. აღვნიშნოთ, რომ ადგილი აქვს 

უტოლობას: 

)ln(
1 0

hO
tt

hn

k jk







         (1.2.8) 

თეორემა: დაუშვათ )(t  აკმაყოფილებს ჰელდერის ( )(H ) პირობას 

 baL , -ზე, ხოხლო ),...,1  ,( nktE k   და ),...,1  ,( 00 nktE k  სიმრავლეები 

ქმნიან  baL ,   მონაკვეთის  კანონიკური დაყოფას h -ბიჯით.  

 მაშინ შესრულდება შემდეგი უტოლობა 

njt
tt

ht

tt

dtt
I j

b

a

n

k jk

k

j

,...,1,0  ),(
)()(

0

1 00







  





               (1.2.9) 

სადაც )( 0 jt  მნიშვნელობა აკმაყოფილებს შემდეგს: 

3) ყველა წერტილისთვის   0  ,b  ,0  at j უსასრულოდ მცირე 

რიცხვია 

;10    ),()( 10
1   

 hOt j
                      (1.2.10) 
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4) ყველა წერტილისთვის  bat j ,0   

,10      ),()( 2

0

00
2 



 
hOtt

n

j

jj               (1.2.11) 

აქ njht j ,...,1,0    ,0  . 

 

 

 

 

§1.3  დისკრეტულ განსაკუთრებულობათა მეთოდის 

მოდიფიცირებული მომატებული რიგის სიზუსტის გამოთვლითი 

სქემის აგების შესახებ  

შესავალში აღნიშნული იყო [5-9] შრომების შესახებ, რომლებიც შეეხებოდა 

მომატებული სიზუსტის რიგის დისკრეტულ განსაკუთრებულობათა 

მეთოდის მოდიფიცირებული სქემების აგებასა და დაფუძნებას 

ლიაპუნოვის შეკრული კონტურების შემთხვევაში. აღნიშნულ სქემებში, 

(0.1) ინტეგრალისათვის, ისევე როგორც კლასიკურ დისკრეტულ 

განსაკუთრებულობათა მეთოდის შემთხვევაში (იხ. [4]), შეკრული გლუვი 

Lკონტური წერტილთა ორი სისტემის საშუალებით, 2n კვანძით         
  

, 

იყოფა 2n ტოლ ნაწილად. ამასთან,      რკალის ქვეშ იგულისხმება L 

კონტურის უმცირესი რკალი      ბოლოებით, რომლებიც განლაგებულია 

L-ის დადებითი მიმართულების შესაბამისად. ამასთან ერთად,    კვანძის 

აღნიშვნაში, უარყოფით ან n-ზე მეტი ინდექსის შემთხვევაში იგულისხმება 

დაყოფის წერტილები შესაბამისად      ინდექსით.  

[6]-ში განხილულია 

2 1

2 1 0
0 2 1 2 1

10 0

1 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

n

L

t dt t
t P P

i t t t
 

 
   



   


 
 

 
   




  

 
  
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მიახლოება იმ პირობით, რომ                           ,  

სადაც 

2 1 2 1 2 1 2 1

( ) (1)

2 1

1 1
( ) ( ) ( )oP l t dt l t d t

i i
       

   

   
 

       

     , 

ამასთან, 
2 1 2 1(0) (0)

2 1 2 1 2 1 2 1

( ) , ( )
t t

l t l t
   

 

       

 

   

   

       

 
 

 
 

აქ   ინდექსი შეესაბამება იმ ნომერს, რომლისთვისაც    პარამეტრის 

მოცემული მნიშვნელობა მოთავსებულია           რკალში. 

როგორც ვხედავთ, სინგულარული ინტეგრალის აპროქსიმაციის აღწერილი 

პროცესი დაფუძნებულია         გაყოფილი სხვაობის მიახლოებაზე, 

რომელიც უფრო გლუვია (     ფუნქციის საკმარისად გლუვობის 

შემთხვევაში), ვიდრე ცნობილ კლასიკურ დისკრეტულ 

განსაკუთრებულობათა მეთოდში სააპროქსიმირებული      ფუნქცია (ამ 

საფუძველზე აგებული კვადრატული ფორმულა, როგორც ადვილი 

სანახავია, ზუსტია, როცა      წარმოადგენს მრავალწევრს, რომლის 

ხარისხი   ). 

   პარამეტრისათვის             მნიშვნელობების მიცემით მივიღებთ 

(       სინგულარული ინტეგრალისათვის გარკვეულ აპროქსიმაციის 

სქემას. აღნიშნულ სქემაში, კლასიკურისაგან განსხვავებით, სათვლელი და 

საკონტროლო კვანძები (იხ. მაგ. [4]) ერთხელ და სამუდამოდ არ არის 

განსხვავებული, არამედ ცვლის ერთმანეთს  
2

0 1

n

j j
t 


  -ის ნებისმიერი 

მნიშვნელობიდან უახლოეს კვანძზე გადასვლის დროს (ინდექსზე, 

რომელსაც აქვს სხვა ლუწკენტოვანება).  

მთლიანობაში, [99]-ში, ნებისმიერი 0t L -სთვის,  0( )( )S t -ის 

აპროქსიმაციისთვის, გამოიყენება უბან-უბან გლუვი კვადრატული 
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ინტერპოლაცია, რომელიც დაწყებული რომელიმე ფიქსირებული 

კვანძიდან აიგება სამ მომდევნო კვანძზე.  

[99]-ში ნაჩვენებია, რომ, თუ )(t  ფუნქციას L-ზე გააჩნია მეორე რიგის 

შემოსაზღვრული წარმოებული, მაშინ აღნიშნული კვადრატურული 

ფორმულით მიახლოება გვაძლევს კრებადობის )ln(0 2 nn  რიგს. თუ 

დამატებით )(" t L-ზე აკმაყოფილებს ჰელდერის პირობას 10(  ) 

მაჩვენებლით, მაშინ [6]-ში მოყვანილი მსჯელობების საფუძველზე 

შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ )ln(0 2 nn  შეფასებაში შეგვიძლია მოვაცილოთ, 

მხოლოდ ლოგარითმული მამრავლი. შეიძლება დავრწმუნდეთ, რომ 

)ln(0 2 nn  შეფასება, სიზუსტის რიგის მცირე დანაკარგით, შენარჩუნებული 

იქნება იმ შემთხვევაშიც, როცა აღნიშნული უბან-უბან კვადრატული 

მიახლოების ნაცვლად გამოვიყენებთ უფრო მარტივ უბან-უბან წრფივ 

აპროქსიმაციას. 

 

 

§1.4 დისკრეტულ განსაკუთრებულობათა მეთოდის 

მოდიფიცირებული მომატებული რიგის სიზუსტის გამოთვლითი 

სქემის აგების შესახებ გახსნილი კონტურების შემთხვევაში 

წარმოიშობა ბუნებრივი საკითხი აიგოს ანალოგიური სქემები გახსნილი 

კონტურების შემთხვევაში. ბუნებრივია, ამ დროს წარმოიშობა გაცილებით 

უფრო რთული დამატებითი სიძნელეები, სინგულარული ინტეგრალების 

წირის ბოლოებში ყოფაქცევის გამო (იხ. [1]), ასევე შესაბამისი 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების ამონახსნების თვისებების 

გამო, საჭირო ხდება გარკვეული წონიანი სინგულარული ინტეგრალების 

აპროქსიმაცია და მათი შესაბამისი გამოყენება აღნიშნულ განტოლებებში. 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს სინგულარული ინტეგრალი 
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i
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pqp


 
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
  ,                              (1.4.1) 

სადაც abL   კომპლექსურ სიბრტყეზე რაიმე გახსნილი გლუვი კონტურია 

a  და b ბოლოებით, რომელიც მოცემულია პარამეტრული სახით  

))(( ba sssstt  .  

,)()()( qp btatt   

წონითი ფუნქციაა, სადაც pდა q პარამეტრები იღებს ერთ-ერთ 

მნიშვნელობას ±1/2 რიცხვებიდან. ამ მრავალსახა ფუნქციის ქვეშ 

იგულისხმება რომელიმე ფიქსირებული შტო. როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, 

მრავალი პრაქტიკული გამოყენებითი ტიპის ამოცანები (იხ. [4], [1-2], [3]) 

მიიყვანება ასეთი ტიპის ინტეგრალების შემცველ სინგულარულ 

განტოლებებზე, ამიტომ უდიდესი მნიშვნელობა ენიჭება ასეთი 

ინტეგრალების აპროქსიმაციის საკითხებს, რომელსაც ქვემოთ 

განვახორციელებთ.  

ნებისმიერი ნატურალური n-სთვის  ba ss ,  შუალედი დავყოთ 2n ტოლ 

ნაწილად წერტილებით:  
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s ab )12,....2,1(  n  

და აღვნიშნოთ )(  st )12,....2,1(  n  

სიცხადისა და მსჯელობის გამარტივების მიზნით ვიგულისხმოთ, რომ 
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მოვახდინოთ 
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შევიტანოთ (1.4.3) ფორმულა (1.4.2)-ში, გვექნება 
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ანალოგიურად აიგება კვადრატული ფორმულები: 
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  კვანძებში );()2/1;2/1(



nD  ჯამების საშუალებით შეიძლება ავაგოთ 

მიახლოებითი ფორმულა შესაბამისად );( 0

)2/1;2/1( tS   სინგულარული 

ინტეგრალებისათვის, რომლებსაც აზრი ექნებათ ნებისმიერი Lt 0 -სთვის, 

ამასთან ექნებათ სიზუსტის იგივე რიგი, რაც   -კვანძით წერტილებში.  

ვთქვათ     უბან-უბან პოლინომიალური საინტერპოლაციო ფუნქციაა, 

რომელიც აგებულია 1212     რკალზე (           სამ მომდევნო  

            კვანძზე   -ის შესაბამისი მნიშვნელობების საშუალებით. 

აღვნიშნოთ 

   LttDLttS nn  

00

)2/1;2/1(

00

)2/1;2/1( ,;)();(                   (1.4.5) 

სადაც   , როგორც აღვნიშნეთ უბან-უბან პოლინომიალური ოპერატორია, 

რომელიც ყოველ რკალზე წარმოადგენს საინტერპოლაციო მრავალწევრს, 

რომლის ხარისხი ნაკლებია ან ტოლია სამზე. მაშინ ცხადია, რომ 

ასეთნაირად განსაზღვრული (1.4.5) კვადრატურული ფორმულა 

აკმაყოფილებს ზემოთ მოთხოვნილ თვისებებს, კერძოდ, მას აზრი აქვს 

ნებისმიერი     , ამასთან,  -საზღვარზე ინარჩუნებს სიზუსტის იგივე 

რიგს, რასაც      კვანძებში.  

მტკიცდება, რომ (1.4.5) ფორმულის ნაშთითი წევრისათვის, როდესაც     

ფუნქციას გააჩნია მეორე რიგის შემოსაზღვრული წარმოებული, 

სამართლიანია შემდეგი შეფასება: 
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H
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სადაც M,A,B მუდმივებია, რომლებიც დამოკიდებულია მხოლოდ L-ზე და  

    ფუნქციის ჰელდერის მაჩვენებელზე.  

შ   ე   ნ   ი   შ   ვ   ნ   ა. ჩვენ dtttbtat ),()/()( 0

1212



 




    ინტეგრალის 

აპროქსიმაციის დროს  1212     რკალზე გამოვიყენეთ წრფივი 

ინტერპოლაცია, 1212    კვანძით წერტილებზე. იმ შემთხვევაში, თუ 

საჭიროა აპროქსიმაციის მომატება 1212     რკალზე უნდა გამოვიყენოთ 

უფრო მაღალი რიგის სიზუსტის ინტერპოლაცია, კერძოდ, უნდა 

გამოვიყენოთ კვანძებად   212 , , 12          წერტილები და მაშინ თუ     -ს 

ექნება შესაბამისი სიგლუვე, კრებადობის რიგი გაიზრდება ერთით. 

ქვემოთ მოყვანილია (1.4.1) ტიპის წონიანი სინგულარული ინტეგრალების 

გამოთვლის ცხრილები, ჩვენ მიერ ზემოთ აგებული კვადრატურული 

ფორმულების საშუალებით         ფუნქციისათვის, p(t) წონისა და L 

ინტეგრების წირის n დაყოფათა რიცხვის სხვადასხვა მნიშვნელობისათვის, 

როცა ინტეგრების წირი წარმოადგენს სინუსოიდას    , შუალედში (სურ. 

1) 
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ნახ. 1 

ცხრილი 1                         

n    
                  

 
  

          
       

 

              

   
          

 

 

5 
-2.51327-0.475581 -19.3329+13.33071 -19.00531+13.241251 0.3276+0.08941 

2.51327+0.475581 4.3144+55.94281 4.594+55.85331 -0.2796+0.8951 

 
-2.827-0.29381 -25.6417+19.3711 -25.5499+19.31671 0.0918+0,06431 

2.827+0.293891 15.1995+61.32281 15.2914+61.26851 -0.0919+0.5431 

20 
-2.9845-0.1545081 -28.5052+24.55821 -28.479+24.54191 0.0262+0.01631 

2.98451+0.1545081 22.70104+62.26441 22.7365+62.2481 -0.03546+0.01641 

 

ცხრილი 2                          

   

n    
                  

 
  
          

       

 

              

   
          

 

 

5 
-2.51327-0.47551 -2.39027+11.02521 -2.30122+10.99671 0.08905+0.02521 

2.51327+0.47581 -2.39027+11.02521 -2.30122+10.99671 0.08905+0.02521 

10 
-2.82743-0.2931 -1.66192+12.84281 -1.63269+12.82551 0.02923+0,01731 

2.82743+0.29381 -1.66192+12.84281 -1.63269+12.82551 0.02923+0,01731 

20 
-2.98451-0.15451 -0.922265+13.8181 -0.913948+13.8131 0.00832+0.00511 

2.98451+0.15481 -0.922265+13.81821 -0.913948+13.8131 0.00832+0.00511 

 

ცხრილი 3                      

n    
                  

 
  
          

       
 

              

   
          

 
 

5 
-2.51327-0.47558 -43.1753+13.11571 -43.6396+12.60231 -0.5643+0.51341 

2.51327+0.47551 -43.1753+13.11571 -43.6396+12.60231 -0.5643+0.51341 

10 
-82743-0.293891 -67.9758+24.91561 -68.1006+24.75151 -0.1248+0,16411 

2.82743+0.29381 -67.9758+24.91561 -68.1006+24.75151 -0.1248+0,16411 

20 
-2.98451-0.15451 -82.6162+39.62841 -82.6482+39.58511 -0.0198+0.04331 

2.98451+0.15451 -82.6162+39.62841 -82.6482+39.58511 -0.0198+0.04331 

 

როგორც 1,2,3 ცხრილებიდან ჩანს, აღნიშნულ კვადრატურულ ფორმულებს 

გააჩნიათ სიზუსტის საკმაოდ მაღალი რიგი, წირის ბოლოებში 
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(განსაკუთრებულ წერტილებში) n=20-სათვის უკვე მიიღწევა მიახლოების 

ცდომილება 10-2 რიგი. 

ცხადია, თუ საჭიროა კიდევ უფრო მეტი სიზუსტე, უნდა გაიზარდოს 

კონტურის დაყოფათა რიცხვი.  

 

 

 

 

§1.5     კოშის გულიანი  სინგულარული ინტეგრალებისათვის  ჩებიშევის 

ტიპის კვადრატურული ფორმულებისათვის მომატებული რიგის სიზუსტის 

შესახებ 

დისკრეტულ განსაკუთრებულოპბათა მეთოდი (დგმ) კოშის გულიანი 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების რიცხვითი ამოხსნებისათვის  

ცნობილი გახდა გასული საუკუნის 80-იან წლებში, განსაკუთრებით კი [4] 

ცნობილი მონოგრაფიის გამოქვეყნებისას. მიუხედავად ამჟამად არსებულ 

ლიტერატურაში   (დგმ) გამოჩენისა, ცნობილი იყო ბევრი სხვა მიდგომაც 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების რიცხვითი ამოხსნისადმი, 

რომლებიც ამჟამად გადმოცემულია ცალკეულ შრომებსა და 

მონოგრაფიებში (იხ. მაგ., მონოგრაფია [12]), (დგმ) გამოირჩევა იმ  

თავისებურებით, რომ ამოცანების კლასის მთელ რიგ შემთხვევებში ეს 

მეთოდი იძლევა წრფივი ალგებრული განტოლებების სისტემების უშუალო 

ამოხსნების შესაძლებლობას, ეს განტოლებები კი მიიღება განსახილველი 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლების დისკრეტიზაციის შედეგად. ეს 

გარემოება, ასეთი სახის სქემების   პრაქტიკულ ეფექტურობასთან ერთად, 

წარმოადგენს მნიშვნელოვან თეორიულ ინტერესსაც, რადგანაც, როგორც ეს 

ნაჩვენებია [12]-ში მარტივი მახასიათებელი სინგულარული ინტეგრალური 

განტოლების მაგალითზე, ასეთი განტოლებების საუკეთესო აპროქსიმაციაც 
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კი  არ არის იმ ალგებრული სისტემის ცალსახა ამოხსნის გარანტი, რომელიც 

მიიღება საწყისი სინგულარული ინტეგრალური განტოლების  

აპროქსიმაციის შედეგად. 

მეორეს მხრივ, უნდა აღინიშნოს, რომ დისკრეტულ განსაკუთრებულობათა 

მეთოდი დაფუძნებულია მართკუთხედების ტიპის კვადრატურების 

ფორმულების გამოყენებაზე ( ზოგადად გართულებული სტრუქტურის - 

ს.მ. ნიკოლსკის ტერმინოლოგიით [67]), და ამიტომაც, მისი სიზუსტე 

არცთუ ისე დიდია. და ამიტომაც გარკვეულ ინტერესს წარმოადგენს 

დისკრეტული განსაკუთრებულობის ტიპის კვადრატურული ფორმულების 

აგების საკითხი, რომლებსაც სიზუსტის მაღალი ხარისხიც გააჩნიათ. 

ამასთან დაკავშირებით,  (დგმ)-ს გამოყენებით გამომავალი გამოთვლითი 

სქემების ანალიზისას შეინიშნება, რომ ამ უკანასკნელთა გამოყენებითი 

ეფექტურობა განპირობებულია კვადრატურული კოეფიციენტების 

თანასწორობით ერთმანეთთან ტოლობით. ისინი შედიან გართულებული 

სტრუქტურის კვადრატურულ სქემებში, რომლებიც გამოიყენება ამოცანის 

გადაწყვეტის საბოლოო ეტაპზე. ამით გათვალისწინებულია ზემოთ 

მოხსენიებული (დგმ)-ს   გამოყენებადი ეფექტურობა, ხოლო მეორეს მხრივ, 

იქვე გამოთქმული აზრი გამოყენებული კვადრატურული ფორმულების 

სიზუსტის თაობაზე, - რომლებიც ახორციელებენ პრაქტიკულად შესაბამის 

მეთოდს, -  დიდ ინტერესს წარმოადგენს საკითხი ამ მეთოდის სიზუსტის 

ამაღლების შესაძლებლობაზე ისე, რომ შენარჩუნებული იყოს ამ 

კვადრატურული ფორმულების სიმარტივე. 

ზემოთ აღნიშნულის თანახმად, ასეთი ამოცანის განხორციელების ძირითად 

ფაქტორს შესაძლოა წარმოადგენდეს სინგულარული ინტეგრალებისათვის 

იმ კვადრატურული ფორმულების აგებისა და გამოყენების შესაძლებლობა, 

რომლებიც შეიცავენ ერთნაირ რიცხვით კოეფიციენტებს. ქვემოთ ნაჩვენები 

იქნება, რომ ასეთი ფორმულები სინგულარული ინტეგრალებისათვის 

შესაძლოა აიგოს ჩებიშევის კვადრატურული ფორმულების საფუძველზე 

(იხ. მაგ., [20], [68]). როგორც ცნობილია, ასეთი ფორმულები n  რიცხვით 



42 
 

ორდინატების შესაძლებელია .7n და  .9n მნიშვნელობებისას. 

გადმოცემის დაკონკრეტებისათვის უფრო დეტალურად განვიხილავთ 

კვადრატურულ ფორმულას სინგულარული ინტეგრალებისათვის, რომლის 

დასკვნა  დაფუძნებულია ჩებიშევის კვადრატურული ფორმულის 

გამოყენებაზე კვანძების რაოდენობით .4n . ამისათვის (ფუნქციის  

სათანადო სიგლუვის პირობისას )(t ) გამოვალთ შემდეგი 

კვადრატურული ფორმულიდან ჩებიშევის კვანძებითურთ 21  , tt   (იხ. მაგ., 
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აქედან, რადგან შესაბამისი სინგულარული ინტეგრალი ლოგარითმით 

გამოისახება (იხ. მაგ., [1]), (1.5.2)-დან ვიღებთ ტოლობას: 
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ეს უკანასკნელი შესაძლოა განვიხილოთ როგორც პირობა დისკრეტული 

განსაკუთრებულობათა ტიპის კვადრატული ფორმულის )1  ,1(0 t    

სინგულარობის წერტილების მნიშვნელობების განსაზღვრისათვის 

რომელსაც ასეთი წერტილის (წერტილების) არსებობისას აქვს 0t სახე. 
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თანაც წინასწარაა ცნობილი, რომ სინგულარობის წერტილების ერთ-ერთ 

მნიშვნელობას წარმოადგენს 00 t . ხოლო სხვა მნიშვნელობები 0t

(ისინიგამოთვლილია ქვემოთ ექვსი ათეული ნიშნის სიზუსტით (1.5.3)-ის 

საშუალებით): 

 -0.970411, -0.494516, 0.494516, 0.970411. 

კვადრატურული ფორმულის აგების ზემოთ მოცემული (1.5.4) პროცესის 

თანახმად, ცხადია, რომ მისი სიზუსტის ალგებრული ხარისხი უდრის ოთხს 

( ანუ ფორმულა (1.5.4) ნაშთი წევრის გარეშე სწორია  ≤4 ხარისხის 

ნებისმიერი მრავალწევრებისათვის). ასეთი ტიპის (1.5.4) ანალოგიური 

ფორმულების აგება თეორიის თანახმად, ანალოგიური (1.5.4) ფორმულების 

აგება n  ორდინატების დიდი რაოდენობით, შესაძლოა განხილული იყოს 

შემდეგში მხოლოდ 9,7,6,5n მნიშვნელობებისათვის. 

ამასთანავე, ზემოთ გადმოცემულის (იხ.[20], [68]) თანახმად, ჩებიშევის 

კვადრატურულ ფორმულებთან მიმართებაში, რეგულარული 

ფუნქციებისათვის მიღებული შედეგების სიზუსტის თვალსაზრისით, 

უფრო ეფექტური შესაძლოა აღმოჩნდეს შესაბამისი სინგულარული 

ინტეგრალური განტოლებების რიცხვითი ამოხსნის სქემები, რომლებიც 

აგებულია ჩებიშევის უფრო მაღალი რიგის ზუსტი  ფორმულების 

გამოყენების საფუძველზე. 

და ბოლოს, ვუბრუნდებით რა (1.5.3) განტოლების ნულების საკითხს, 

აღვნიშნავთ, რომ  (1.5.4) კვადრატურული ფორმულის აგებისას 

გამოყენებულ ნულებთან 00 t   მნიშვნელობის მიერთებას მივყავართ 

განტოლებების ხელახლა განსაზღვრულ სისტემასთან, რომელიც, მთელ 

რიგ შემთხვევებში, შესაძლოა განუსაზღვრელიც კი აღმოჩნდეს, თუმცა ეს 

ხელს არ უშლის აქ განხილული კვადრატურული ფორმულის აგებას 

ხსენებული ნულისაგან განსხვავებული სინგულარობის პარამეტრის 

მნიშვნელობების საფუძველზე. ხოლო ასეთი მიდგომისას მიღებული 
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წრფივი ალგებრული სისტემების ამოხსნა შესაძლებელია ნაჩვენები იყოს 

შესაბამისი მატრიცების დეტერმინანტების პირდაპირი გამოთვლის გზით. 

 

 

 

§1.6     კოშის გულიანი  სინგულარული ინტეგრალებისათვის  მომატებული 

რიგის სიზუსტის შესახებ კვადრატურული ფორმულებისათვის  

  სხვადასხვა გამოყენებებებში, კერძოდ, ფუნქციათა თეორიის სასაზღვრო  

ამოცანებში, არსებითია კოშის გულიანი სინგულარული ინტეგრალების 

როლი 

)11(
)(
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1








x
xt

dtt
t


  

(რომლებიც განიხილება კოშის მთავარი მნიშვნელობის აზრით). 

ნავარაუდევია, რომ წონითი ფუნქცია )(t აკმაყოფილებს ასეთი 

ინტეგრალების თეორიაში ზოგადად მიღებულ პირობებს. მოცემულ 

შემთხვევაში ძირითადი შედეგები შეეხება ჩებიშევის 
21

1

t
 წონითი 

ფუნქციას, რომელიც უფრო ხშირად გვხვდება გამოყენებებში, ანუ ჩვენ 

განვიხილავთ 









1

1
2

)11(
)  1

)(
x

xtt

dtt
 

სახის ინტეგრალებს. 

[66] შენიშვნაში შემოთავაზებული იყო განსაზღვრული კვადრატურული 

ფორმულა მოცემული ინტეგრალისათვის. რომლისთვისაც კვანძებად 

აღებულია  )()( 1 xTxT nn  -ის ნულები,  სადაც )1  ,)((  nnmxT m  შესაბამისი 

ხარისხების ჩებიშევის პოლინომია არსია  )a r c c o sc o s ( xm . ხსენებული 
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კვადრატურული ფორმულა განსაკუთრებით მოსახერხებელია იმ 

შემთხვევებში, როდესაც საჭიროა იმ შედეგების ხელახალი გამოთვლა და 

შედარება, რომლებიც მიიღება n-ის სხვადასხვა მომდევნო 

მნიშვნელობებისას. მიუხედავად ამისა, ასეთი სახის კვადრატურული 

ფორმულების გამოყენებისას განსაკუთრებით აღსანიშნავია ის გარემოება, 

რომ )1  ,1( x  სინგულარობის პარამეტრის სათანადო შერჩევისას შესაძლოა 

მივიღოთ ცალკეული კვადრატურული ფორმულები სინგულარული 

ინტეგრალებისათვის, რომლებსაც გააჩნიათ n2  სიზუსტის მაღალი 

ალგებრული ხარისხი. აქ განხილული წონითი ფუნქციის შემთხვევაში, x -

ის ასეთ მნიშვნელობებად ითვლება 1n  ხარისხის მეორე რიგის ჩებიშევის 

მრავალწევრის ნულები (იხ.მაგ., [20]). ამასთან, როგორც ცნობილია [64], 

მოცემული ხარისხით სიზუსტისათვის x   პარამეტრის მნიშვნელობები 

განისაზღვრება ერთმნიშვნელოვნად  შესაბამის ფორმულებში. 

  მეორეს მხრივ, მაღალი სიზუსტის სინგულარული ინტეგრალებისათვის 

კვადრატურული ფორმულების დანართებში ეფექტურობიდან 

გამომდინარე, ბუნებრივია, შეძლებისდაგვარად, ვცადოთ გავაფართოვოთ x 

სინგულარობის პარამეტრების იმ მნიშვნელობების სიმრავლე, რომელთა 

საშუალებითაც შესაძლებელია მივაღწიოთ სინგულარული 

ინტეგრალებისათვის შესაბამისი კვადრატურული ფორმულების სიზუსტის 

ასე თუ ისე მაღალ ხარისხს. ზოგად თეორიული და ექსპერიმენტული 

განხილვებიდან გამომდინარე, აქ ქვემოთ მითითებულია ზოგიერთი 

საერთო მიდგომა წონითი ფუნქციების მქონე სინგულარული 

ინტეგრალებისათვის მთელი რიგი ასეთი კვადრატურული ფორმულების 

ასაგებად: 














n

k
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k
k txx

xt
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xt
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1

1

1

,),1,1(;
)()(
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

  

სადაც    kk At   ,  - შესაბამისად, გაუსის ჩვეულებრივი კვადრატურული 

ფორმულის კვანძები და წონებია, თანაც ნაგულისხმევია, რომ წონითი 
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ფუნქცია )(t აკმაყოფილებს ცნობილ (იხ. მაგ., [20]) სტანდარტულ 

პირობებს. იმ პირობით, რომ მოცემული მიახლოებული ტოლობები გადავა 

ზუსტში, როდესაც )(t  არის n2 ხარისხის ნებისმიერი მრავალწევრი. [64]-

ში აგებული სინგულარული ინტეგრალებისათვის უმაღლესი ალგებრული 

სიზუსტის ხარისხის (გაუსის ფორმულა) კვადრატურული ფორმულები. 

ხოლო თუკი ჩავთვლით, რომ ანალოგიურ ტოლობებს ადგილი აქვს 

მხოლოდ nr  ხარისხების მრავალწევრებისათვის, სადაც ბუნებრივი nr -თვის 

ადგილი აქვს 12  nrn n , მაშინ ასეთ შემთხვევაში ვისაუბრებთ ზოგადად 

კვადრატურულ ფორმულებზე სიზუსტის ხარისხით, რომელიც 

ინტერპოლაციურზე მაღალია. 12 n -თან ყველაზე ახლოს მდგომ  nr  

მნიშვნელობებს, ბუნებრივია, მივყავართ სინგულარული 

ინტეგრალებისათვის კვადრატურულ ფორმულებამდე, რომლის სიზუსტე 

უახლოვდება გაუსის კვადრატურული ფორმულების სიზუსტეს. 

n  კვანძების რაოდენობების სხვადასხვა მნიშვნელობებისათვის 

ჩატარებულმა ექსპერიმენტებმა დაადასტურა ამ მიმართულებით 

წარმოქმნილი თეორიული მოსაზრებები 

 

 

  

 

 

 

 

§1.7     კოშის გულიანი  სინგულარული ინტეგრალებისათვის  სიზუსტით 

გაუსის ტიპის მახლობელი კვადრატურული  

ფორმულების შესახებ 
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 კოშის მთავარი მნიშვნელობის მიხედვით სინგულარული ინტეგრალების 

მიახლოებით გამოთვლებისადმი მისი დიდი ინტერესიდან გამომდინარე 

ამჟამად მიძღვნილია სხვადასხვა ავტორებისაგან ნაშრომების სოლიდური 

რაოდენობა. გამოყენებითი ხასიათის მთელი რიგი ამოცანების ამოხსნისას 

ასეთი ინტეგრალების გამოყენების შესაძლებლობამ განაპირობა როგორც 

მათემატიკოს-მკვლევარების, ისე გამომყენებლების ფართო ინტერესი ასეთი 

ინტეგრალებისათვის ეფექტური კვადრატურული ფორმულების აგებისა და 

კვლევისადმი. ასეთი ხასიათის ფორმულებთან მუშაობისას სპეციფიკურ 

საკითხებთან ერთად წარმოიშვება ჩვეულებრივ ინტეგრალებთან 

დაკავშირებული  ანალოგიური საკითხებიც, რომლებიც რაღაც ოდენობით 

მაინც განპირობებულია განსახილველი ამოცანის ამა თუ იმ სპეციფიკით. 

ასეთებს განეკუთვნება, მაგალითად, კვადრატურული ფორმულების 

სიზუსტის შეფასების საკითხები ინტეგრების წირის ბოლოების 

მახლობლობაში, სინგულარული ინტრეგრალებისათვის ინტეგრების 

ინტერვალზე კონკრეტული კვადრატურული ფორმულების სიზუსტის 

საკითხები სინგულარობის წერტილების განლაგების მიხედვით და ა.შ. 

 აქ წამოჭრილი განსახილველი საკითხის სიცხადის მიზნით ჯერ 

განვიხილოთ შემდეგი ინტეგრალი 

)11(
)()(

)(

1

1










xdt
xt

xt
t


  (1.7.1) 

 

წონითი ფუნქციით )(t  რომელიც ზოგადად აკმაყოფილებს წონითი 

ფუნქციებისათვის მიღებულ პირობებს (მაგ. იხ. [20], ხოლო )(t  ეკუთვნის 

გლუვი ფუნქციების ამა თუ იმ კლასს, რომლებიც უზრუნველყოფენ 

მოცემული ინტეგრალის არსებობას განსახილველი  1 ;1 x შუალედზე 

(1.7.1) ინტეგრალისათვის  განვიხილოთ  გაუსის კვადრატურული ფუნქცია 

kt  კვანძებით და  kA  კოეფიციენტებით: 
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
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  (1.7.2) 

იგულისხმება, რომ )(t -ს გააჩნია შესაბამისი სიგლუვე, ამასთან, როცა 

xtk   (1.7.2)-ე გამოსახულებაში იგულისხმება შესაბამისი ზღვარი. 

როდესაც )(t წარმოადგენს n2 მრავალწევრს,   ცხადია, ნებისმიერი 

)1  ;1( x  -ისათვის მოცემული კვადრატურული ფორმულა, არის ზუსტი, 

ხოლო თუ )11(  xx მნიშვნელობები (1.7.2)-ში შერჩეულია ისე, რომ ამ 

უკანასკნელისათვის შესრულდეს ტოლობა 
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მაშინ x -ის შესაბამისი მნიშვნელობებისათვის (1.7.3)-ე პირობის მიხედვით  

შემდეგი სინგულარული ინტეგრალისათვის 
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გვექნება კვადრატურული ფორმულა  
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რომელიც ზუსტია )( ktxx   მნიშვნელობებისათვის, როცა  )(t არის n2

ხარისხის ნებისმიერი მრავალწევრი. ამასთან, როგორც ცნობილია (იხ. [64]), 

სინგულარობის x  წერტილების სიმრავლე, რომლების დროსაც (1.7.4)-ეში 

მიიღწევა სიზუსტის უმაღლესი ალგებრული ხარისხი, შედგება )1( n

121 ,.., , nxxx  მნიშვნელობებისაგან, რომლებიც შეადგენენ  ე. წ. მეორე რიგის 

ფუნქციის ნულებს (იხ.[3],[65]).  ამრიგად, ასეთი სტრუქტურის 

კვადრატურული  ფორმულები, რომლებიც ლიტერატურაში ცნობილია 

სინგულარული ინტეგრალებისათვის გაუსის კვადრატურული 
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ფორმულების სახელწოდებით, განისაზღვრება სავსებით 

ერთმნიშვნელოვნად მოცემული )(t -სათვის   1

1





n

kkx  სინგულარობის 

წერტილების მნიშვნელობებით. ამით შეიძლება ითქვას, რომ x  

სინგულარობის პარამეტრის იმ მნიშვნელობების რაოდენობა, რომელთა 

დროსაც მიიღწევა (1.7.4)-ე კვადრატურული ფორმულების უმაღლესი 

ალგებრული სიზუსტე, მკაცრად შეზღუდულია.   

  ამასთან დაკავშირებით, იმ კვადრატურული ფორმულების პრაქტიკული 

ეფექტურობის გათვალისწინებით, რომლებსაც გააჩნიათ სიზუსტის ასე თუ 

ისე მაღალი ხარისხი, ბუნებრივია ვცადოთ რაღაც ოდენობით 

სინგულარობის ასეთი წერტილების x  რაოდენობის გაზრდა, რაც მე- (1.7.4) 

სახის ფორმულებთან მიმართებაში  შესაძლოა განხორციელდეს ასეთი 

ფორმულების სიზუსტის შედარებით დაწევის ხარჯზე, მაგრამ ისე კი, რომ 

შესაბამის კვადრატურულ ფორმულებს გააჩნდეთ სიზუსტის 

მნიშვნელოვნად უფრო მაღალი ხარისხი, ვიდრე გაცილებით ხშირად 

გამოყენებად (ანდა მათთან მიახლოებულ) ინტერპოლაციური სიზუსტის 

ფორმულებს. 12 )1(  t ჩებიშევსკის წონის შემთხვევაში, კერძო სახის 

ზოგიერთი ასეთი ფორმულა მოყვანილია [66]-ში.მოცემულ შემთხვევაში ამ 

საკითხის  შემდგომი განხილვა მდგომარეობს x  -ის  მთელი რიგი სხვა, 

ზემოთ მითითებული   1

1





n

vvx მნიშვნელობების პოვნაში, რაც გამოიხატება 

(1.7.3)-ის მარცხენა ნაწილში გამოსახულების გათანაბრებით 

განსაზღვრულად შერჩეულ, n -ზე დამოკიდებულ რიცხვთან, რომელიც 

მიისწრაფის ნულისაკენ სათანადო სიჩქარით, როცა n .ამასთანავე nr 2

შემთხვევა  შეესაბამება [64]-ში მოცემულ კვადრატურულ ფორმულას 

ჩებიშევის წონიანი სინგულარული ინტეგრალისათვის. 

  რიცხვითი მაგალითების სახით ქვემოთ მოყვანილია (1.7.4) 

კვადრატურული ფორმულით  ჩატარებული გამოთვლების რამდენიმე 

შედეგი ჩებიშევის წონიანი ფუნქციის 12)1()(  ttp შემთხვევაში r -ის 

განსხვავებული მნიშვნელობებისას. ამასთან დაკავშირებით პირველ რიგში 
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აღვნიშნოთ, რომ  nr 2  შემთხვევაში, როგორც ეს მოსალოდნელი იყო, 

შესაბამისი შედეგები მნიშვნელოვანი სიზუსტით ემთხვევა მოსალოდნელ 

შედეგებს [64]-დან. ხოლო მიღებული შედეგები  32  ,22  ,12  nnn -ს 

დროს, იძლევა x  სინგულარობის საძიებო წერტილების მიახლოებით 

მნიშვნელობას, რომლებიც განსხვავდება [64]-დან მიღებულისაგან და 

ამასთან ერთად მათი ანალოგიური თვისებების მატარებელიცაა სიზუსტის 

უფრო მაღალი ხარისხის მიღწევის თვალსაზრისით, ვიდრე სიზუსტის 

ინტერპოლაციური ხარისხის კვადრატურული ფორმულების შემთხვევაში. 

ქვემოთ მოცემულია შესაბამისი რიცხვითი ექსპერიმენტის ზოგიერთი 

შედეგი, შედარებისათვის ზემოთ მოხსენიებულ [64]-ში რიცხვითი 

მონაცემების გათვალისწინებით, რომლებიც განეკუთვნება (1.7.4)-ე ცნობილ 

კვადრატურულ ფორმულას სინგულარობის x  პარამეტრის 

მნიშვნელობებისათვის  

{x = 0.951057}, {x =-0.951057}, { x = 0.809017}, 

{x=-0.809017}, {x=-0.587785}, {x=0.587785}, 

{x = 0.309017}, {x= -0.309017}, {x= 0}. 

 

 

  ეს უკანასკნელნი შეესაბამება ზემოთ მოყვანილ შედეგს უკვე 

მოხსენიებული ნაშრომიდან [64]. ხოლო ქვედა ცხრილში მოცემული 

შედეგები შეესაბამება r პარამეტრის ოთხ სხვადასხვა მნიშვნელობას, 

რომლების დროსაც მიიღწევა გაუსის სიზუსტესთან თანმიმდევრულად 

მიახლოებული მნიშვნელობები, რომლებიც განსაზღვრულია პირობებით: 

:
)2(

1
)(

1

1

1























n

k
r

k

k
k

n
O

xt

A
A

xt

dt
t        (1.7.5) 

nr 2  

{x = 0.951051}, {x =-0.951166}, { x = 0.808964}, 

{x=-0.809508}, {x=0.58757}, {x=-0.588612}, {x=-0.308519}, 
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{x = -0.309959}, {x= -0.000796391}, {x= -0.000796391} 

12  nr  

{x=0.951278}, {x=-0.9464}, {x=0.811053}, {x= -0.789402} , 

{x = 0.595877}, {x= -0.556487}, {x= 0.327475}, 

{x=-0.274258}, {x=0.0292467}, {x= 0.0292467} 

22  nr  

{x=0.951503}, {x=-0.940935}, {x=0.813065} , {x=-0.771394}, 

{x=0.603542}, {x =-0.531103}, {x=0.343939}, 

{x= -0.246632}, {x= 0.0535829} , {x= -0.0535829} 

32  nr  

{x= 0.951725}, {x = -0.935098}, {x= 0.815002}, {x= -0.757817}, 

{x=0.6 10537}, {x=-0.513714}, {x=0.35771}, 

{x=-0.227433}, {x=0.0719113}, {x=-0.0719113} . 

 

nr 2 -ის შესაბამისი შედეგები, როგორც ეს მოსალოდნელი იყო, 

მნიშვნელოვნად უახლოვდება [66]-ში მიღებულ შედეგებს, სადაც 

შესაბამისი სხვაობის მარცხენა ნაწილი  გათანაბრებულია 







rn)2(

1
 -ს 

ნაცვლად ნულთან. როგორც რიცხვითი ექსპერიმენტიდან ცხადი ხდება, r -

ის მნიშვნელობის თანდათანობითი შემცირებისას მოცემულ საზღვრებში 

ჩვენ ვიღებთ კვადრატურულ ფორმულებს რამდენადმე შემცირებული, 

მაგრამ მაინც გაუსის სიზუსტისადმი მიახლოებული სიზუსტით. 

ზემოთ განხილული მიდგომის  გამოყენებისას ანალოგიური 

სინგულარული ინტეგრალებისათვის  კვადრატურული ფორმულების 

ასაგებად, მოცემული და სხვა სახის წონითი ფუნქციებით, ჩვენ რამდენადმე 

ვაფართოებთ სინგულარობის იმ წერტილების მნიშვნელობების სიმრავლეს 

(აქ მოცემულ აღნიშვნებში x - წერტილები, რომლებითაც მიიღწევა კოშის 
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გულიანი სინგულარული ინტეგრალებისათვის კვადრატურული 

ფორმულების სიზუსტის გარკვეულწილად მაღალი ალგებრული ხარისხი. 

  ცხადია, რომ საკითხი r  პარამეტრის მნიშვნელობების რამდენადმე 

ოპტიმალური შერჩევის თაობაზე შესაბამისი კვადრატურული 

ფორმულების სიზუსტესთან მიმართებაში, გარკვეულწილად 

გართულებულია. ამით, (1.7.4) სახის სინგულარული  ინტეგრალების 

ყველაზე უფრო ეფექტური სიზუსტის ფორმულების აგების მიზნით  

ძალიან არსებითია გამოთვლითი ექსპერიმენტის როლი. ამასთან 

დაკავშირებით კიდევ ერთხელ უნდა აღინიშნოს მომატებული სიზუსტის 

სინგულარული ინტეგრალებისათვის კვადრატურული ფორმულების 

გამოყენების ცნობილი ეფექტურობა იმ ამოცანების რიცხობრივ ამოხსნით, 

რომლებიც დაკავშირებულია კოშის გულინ სინგულარული ინტეგრალების 

შემცველი ინტეგრალური განტოლებების გადაწყვეტის საკითხთან. 

 

 

 

 

 

 

 

 §1.8სანიკიძე-კუბლაშვილის კოშის გულიანი სინგულარული 

ინტეგრალებისათვის კვადრატურული ფორმულების 

 მომატებული რიგის  სიზუსტის შესახებ 

ჩებიშევის ნაშრომის გამოჩენამ მნიშვნელოვნად გაზარდა კვლევების 

რიცხვი.  ზოგიერთ მათგანში აგებულია ჩებიშევისეულის  მსგავსი 

ფორმულები, ზოგიერთში კი ჩებიშევის ფორმულებისა ან მათი მონათესავე 

ფორმულების არსებობის აუცილებელი პირობები და  საკმარისი პირობები. 

ჩვენ აქ შევჩერდებით ცნობილი მათემატიკოსის ა.ა. მარკოვის შესანიშნავ 
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სტატიაზე „ უწყვეტი წილადების ახალი დანართები“, რომელიც 

გამოქვეყნდა 1896 წელს მეცნიერებათა აკადემიის ჩანაწერებში. 

მარკოვმა განიხილა (50) სახის კვადრატურული ფორმულები, რომლებიც 

ზუსტია m2  ხარისხის მრავალწევრებისათვის. გარდა ამ ფორმულებისა, 

მარკოვმა ააგო და შეისწავლა შემდეგი სახის კვადრატურული ფორმულები: 

,)()()()(
1

1

12

2

1

1 







  












m

i

m

mi

ii xxkdxxxF   

რომლებიც ზუსტია 12  m  ხარისხის ნებისმიერი )(x მრავალწევრისა და 

)(xF ფუნქციისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 

.0)(

1

1






dxxF  

მარკოვის ფორმულები სიმარტივით არ ჩამორჩება ჩებიშევის ფორმულებს. 

მარკოვის კვადრატურული ფორმულების არსებობისათვის აუცილებელი 

და საკმარისი პირობები მოგვცეს ნ.ი. ახიეზერმა და მ.გ. კრეინმა [1]. 1)( xF -

სათვის  მარკოვის ფორმულები არსებობენ ნებისმიერი m -თვის. ქვემოთ 

განხილული იქნება მარკოვის კვადრატურული ფორმულები მხოლოდ 

1)( xF -თვის.  

მარკოვის კვადრატურული ფორმულების მისაღებად 1)( xF -თვის საერთო 

ფორმულიდანჩვენ დავუშვებთ ამ ფორმულაში, რომ  

r),1,2,...,(v  )1(  ,  ,0  ,1  ,1  ,1  ,0 v00   AAAAtntha vr

  

სადაც A  – ჯერ კიდევ უცნობი მუდმივაა. 

ამრიგად, ჩვენ მივედით კვადრატურულ ფორმულამდე 

  dtttfttPtftffAdxxf r

r
r ),...,0,()(2()()1()0(2)1()(
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1
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

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აქ რიცხვები  ), . . . ,2,1( rvtv   და კოეფიციენტი A  აკმაყოფილებენ 

განტოლებების ალგებრულ სისტემას: 























,2)1(
)(

)(

,)1(
)0(

)(

1

0

1

0 0

0

Adt
tPt

ttP

Adt
P

tP

r

r







   (1.8.1) 

სადაც v  იღებს მნიშვნელობებს r,...,2,1  

მიღებული ტოლობების შეჯამებისას, ჩვენ ვხედავთ, რომ 
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ერთობლივად განსხვავებული განტოლებების r , რომელიც აღებულია 

სისტემიდან (1.8.1). 
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ნაწილობითი ინტეგრირების დახმარებით ის შესაძლოა მნიშვნელოვნად 

გამარტივდეს. ამისათვის განვიხილოთ ფუნქცია 
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დავრწმუნდებით, რომ 
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კვლავ ნაწილობითი ინტეგრირებისას ვიღებთ: 
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ჩვენ მივიღებთ მარკოვის მიერ ნაპოვნ ფორმულას. 
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როგორც ბოლო ფორმულიდან ჩანს მარკოვმა შეძლო თავის კვადრატული 

ფორმულის აგება 4n კვანძისათვის, რაც შეესაბამება (1.8.1) სისტემის 

ამოხსნას 2r -შემთხვევისათვის. როცა 2r  მიიღება რთული არაწრივი 

განტოლებათა სისტემა, რომლის ამოხსნაც მან ვერ შეძლო. როგორც ჩვენმა 

თეორიულმა და კომპიუტერულმა კვლევებმა აჩვენა, აღნიშნულ 

შემთხვევაში კვანძები თითქმის ერთმანეთს ემთხვევა (ერთიდაიგივე 

დაგროვების წერტილი აქვს).  ცნობილია,რომ ასეთი სისტემების ამოხსნის 

დროს წარმოიშობა ორი არსებითი პრობლემა: 1) ეს არის ფესვების 

იზოლირება. 2) ამ ფესვების მიახლოებითი პოვნა. უნდა აღინიშნოს, რომ 

პირველი პრობლემის გადაჭრა ძალიან რთულია და ზოგჯერ შეუძლებელიც 

მითუმეტეს ისეთი სისტემებისთვის, როგორიცაა (1.8.1).  

თანამედროვე კომპიუტერების გამოყენებით ჩვენ შევძელით ამ პრობლემის 

დაძლევა. 3r -ის შემთხვევაში (1.8.1) სისტემის ამოხსნით მივიღეთ 12 

კვანძი, რომელიც აუმჯობესებს მ. კუბლაშვილისა და ჯ. სანიკიძის შედეგს 

[70]. აღსანიშნავია ის გარემოება, რომ ჩვენს მიერ აიგო მარკოვის ტიპის 

ანალოგიური კვადრატურული ფორმულა სინგულარული 

ინტეგრალებისათვის.  

ასევე უნდა აღინიშნოს, რომ მნიშვნელოვან საკითხს წარმოადგენს 

სინგულარული ინტეგრალებისათვის ისეთი კვადრატურული 

ფორმულების აგებისა და გამოყენების შესაძლებლობა, რომლებიც შეიცავენ 

ერთნაირ რიცხვით კოეფიციენტებს [4].  



57 
 

ვთქვათ მოცემული გვაქვს შემდეგი სახის სინგულარული ინტეგრალი 
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სადაც Ht )( . ეს ინტეგრალი შეიძლება წარმოდგეს შემდეგი სახით.  
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(1.8.3)-ში პირველი შესაკრები წარმოადგენს სუსტი განსაკუთრებულობის 

სინგულარულ ინტეგრალს. მართლაც 
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ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია მისი შეცვლა მარკოვის კვადრატურული 
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აქ nktk ,...,1    ,   მნიშვნელობებს ვპოულობთ (1.8.1) სისტემიდან. ჩვენს 
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ეს უკანასკნელი წარმოადგენს არაწრფივ ალგებრულ განტოლებათა 

სისტემას 321 , , ttt ცვლადების მიმართ, რომელსაც შესაძლებელია ქონდეს 

როგორც ნამდვილი ასევე კომპლექსური ამონახსნები. (1.8.6)-ის ამოხსნა 

განვახორციელეთ კომპიუტერის საშუალებით პროგრამული პაკეტი 

„Mathematika”-ს გამოყენებით, რის შედეგადაც აღმოჩნდა, რომ (1.8.6) 

განტოლებათა სისტემასნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში გააჩნია 12 

ამონახსნი (ფესვი). ესეიგი მივიღეთ 2,...,12  ,1 , ktk  მნიშვნელობები. 

ჩვენთვის საინტერესოა როგორც მიღებული 2,...,12  ,1 , ktk  მნიშვნელობები, 

ასევე მათი ნოლის მიმართ სიმეტრიული წერტილები და თვით 0t  

წერტილი.  ესეიგი სულ მივიღეთ 25 კვანძითი წერტილი.თუ კლებადობის 

მიხედვით დალაგებულ 2,...,12  ,1 , ktk -ის მნიშვნელობებსშევიტანთ შემგეგ 

განტოლებაში (იხ.§ 1.5) 
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   (1.8.7) 

და ამოვხსნით ამ განტოლებას 0t  ცვლადის მიმართ, მივიღებთ 

სინგულარობის წერტილების მნიშვნელობებს. (1.8.7) განტოლების ამოხსნა 

განვახორციელეთ პროგრამული პაკეტი „Mathematika”-ს გამოყენებით, 

გრაფიკულად, რის შედეგადაც აღმოჩნდა, რომ მას )1,1(0 t არეში  გააჩნია 

შვიდე ფესვი (იხილეთ ნახაზი-1).  
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(ნახ.-2) 

უნდა აღინიშნოს, 0t  ფესვების მოძებნა მოხერხდა მხოლოდ მას შემდეგ, რაც 

(1.8.6) განტოლებისათვის განვახორციელეთ ამონახსნის მოძებნა 22 ნიშნის 

სიზუსტით. ეს კი განპირობებული იყო იქედან, რომ (1.8.6) არაწრფივ 

განტოლებათა სისტემას აქვს ამონახსნის მიმართ დაგროვების წერტილები,  

რის შესახებაც მსჯელობის დასაწყისში იყო საუბარი. 

ესეიგი მივიღეთ, რომ როცა 3r , მაშინ მოიძებნა 25 კვანძითი 

2,...,25  ,1 , ktk  წერტილი და შესაბამისი 7 სინგულარობის   2, . . . ,7  ,1 ,0 jt j   

წერტილი. მაშასადამე,  მოცემული (1.8.2) განტოლებისავის ჩვენ შეგვიძლია 

დავწეროთ შემდეგი მიახლოებითი ფორმულა 

2,...,7 ,1      ,
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ესეიგი შესაძლებელია მიახლოებით გამოვთვალოთ მოცემული 

სინგულარული ინტეგრალი სინგულარობის 7 წერტილისათვის. ქვემოთ 

მოცემულია 2,...,12  ,1 , ktk  და 2,...,7  ,1 ,0 jt j -ის მნიშვნელობები: 

284544348662730.20686485  

293744348662730.20686485  

689431835172150.30175170

308331835172960.30175170 

803031016114960.72771507 

543231016115600.72771507

287785075439910.77793431 

256585075440420.77793431 

522174186820140.87489060 

423974186820180.87489060 

376674186820250.87489060 

380574186820250.87489060 
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§1.9   მაღალი რიგის გამოთვლითი სქემები წონიანი სინგულარული 

ინტეგრალების მიახლოებითი გამოთვლისათვის 

წონიანი სინგულარული ინტეგრალური განტოლებებისათვის მაღალი 

რიგის გამოთვლითი სქემები აგებული აქვს მრავალ ავტორს (ივანოვი, 

მუსაევი, ჯიშკარიანი, ბოიკოვი და სხვა). ჩვენ ამ თავში განვიხილავთ  მ. 

კუბლაშვილის მიერ აგებულ მაღალი რიგის გამოთვლით სქემებს წონიანი 

სინგულარული ინტეგრალებისათვის. 

განვიხილოთ შემდეგი სახის სინგულარული ინტეგრალი 

)(       
)()(
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),;( 0

0
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ttct

dtt

i
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
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  
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
 (1.9.1) 

აღვნიშნოთ 
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კონკრეტულობისთვის და მსჯელობის გამარტივებისთვის ჩვენ ყველგან ამ 

§-ში განვიხილავთ შემდეგი სახის სინგულარული ინტეგრალების 

აპროქსიმაციიის საკითხებს: 

),,(   ,
)(1

);( 00

0

0

)2/1;2/1( batabt
tt

dtt

bt

at

i
tS

ab





 

 


 (1.9.2) 

ქვემოთ მოყვანილ კვადრატულ ფორმულებში, სინგულარული 

ინტეგრალების აპროქსიმაციისათვის, კვანძითი წერტილების სისტემა 

აიგება ისევე, როგორც ეს მოცემულია გართულებული კვადრატული 

ფორმულების აგებისას შემოსაზღვრული ინტეგრებადი ფუნქციისთვის. 

ვთქვათ n-ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია, გავყოთ ],[ ba  შუალედი n 

ტოლ ნაწილად წერტილებით 

1,...2,1         ),1( 


 n
n

ab
aS   

შემდეგ მოცემული ფიქსირებული mნატურალური რიცხვისთვის ყოველი 

],[ 1 SS  სეგმენტი გავყოთ ნაწილებად წერტილებით 

mk
n

ab
hxhSS kk ,...2,1            ,      







 
   

სადაც    1,0
1




m

kkx  შუალედიდან აღებული მოცემული წერტილთა 

სისტემაა. შემდეგში გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ mxxxx ...,,3,2,1  

რიცხვები გადანომრილია ზრდის მიხედვით 

აღვნიშნოთ ),...,2,1  ;,...,2,1(       )(         t),( k mknstst k     

ვიგულისხმოთ, რომ  , -ნებისმიერია n,...,2,1  რიცხვთაგან და 0t  წერტილი 

განსხვავებულია kt  კვანძებისგან. განვიხილოთ გამოსახულება 
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






m

k

k

kk

kk

m

k

k ttt
ttt

t
tlttltL

11

00 ),()(     ,
)()(

)(
)(        ),()();(

0

0

0 




 




  

ხოლო L, -ზე მოცემულია ჰელდერის კლასიის ფუნქცია )( H . 

შევნიშნოთ, რომ ),;( 0tt  გამოსახულებას შეიძლება მივანიჭოთ 

სრულიად გარკვეულ;ი აზრი, როცა ktt 0  (ამ შემთხვევაში უნდა 

ვიგულისხმოთ, რომ ktt 0 ). მართლაც, ვიგულისხმოთ, რომ ნატურალური   

  რიცხვი ყოველთვის შერჩეულია ისე, რომ მოცემული 0t -სათვის 

აღმოჩნდეს 10 ,   t . ჩვენ ვხედავთ, რომ )1(   0 10 1
mktt k    

შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა 1,    (და თუ ერთდროულად 

,1  0  mxx , როცა   ). ადვილად შეგვიძლია ვაჩვენოთ, რომ, 

მაგალითად,   -სათვის შესაბამისი გამოსახულება 

)();(
10 kttL     

),;( 0tt -ში უნაშთოდ იყოფა )(    
11 00 kk tttt   -ზე. ანალოგიურ 

გარემოებას აქვს ადგილი მაშინაც, როცა 1     ,1    (თუ 

შესაბამისად 1,01  mxx ). 

აღვნიშნოთ ახლა 

n.1,2,...,        ;,...,2,1

    ,     ),,;(),;( 10100



 



 

n

ttttttn  

ზემოთ მოყვანილი შენიშვნის საფუძველზე ),;( 0ttn   გამოსახულება 

განსაზღვრულია ნებისმიერი Ltt 0,  მნიშვნელობისათვის. ამასთან, ცხადია 

),;( 0ttn  -ის სემდეგი სტრუქტურული წარმოდგენა 

),;()()(),;( 0000 ttHttttt nn    

სადაც 
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ნებისმიერი 1k -სთვის )1( 1 mk  . 

სინგურალური ინტეგრალი );( 0

)2/1;2/1( tS   შევცვალოთ );( 0
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 -ით 

 ),;(
1

)(
),;(1

);( 00

0

0

0

)2/1;2/1(

 











ab

n

ab

n
n dtttH

i
t

tt

dttt

bt

at

i
tS 







 (1.9.3) 

(მიახლოებითი ფორმულის მისაღებად გამოყენებული იქნა ტოლობა 

 







ab
tt

dt

bt

at

i
,1

1

0
 

რომელიც ადვილად მტკიცდება, კოშის თეორემისა და პლემელი-სოხოცკის 

ფორმულების გამოყენებით [1]). 

(1.9.3) გამოსახულების მარჯვენა მხარე ცხადი სახით წარმოიდგინება 

),...,2,1   ;,...,2,1(      ,)(
1)2/1;2/1( mkndttl

bt

at

i
P

ab

kk 



 

 


  

რიცხვებით და   ფუნქციის მნიშვნელობებით kt  კვანძებში. 

როგორც ზემოთ მოყვანილი მსჯელობებიდან ჩანს (1.9.2), ინტეგრალს აზრი 

აქვს, როცა ct 0  ( c -არის   a ან b ), თუ   აკმაყოფილებს  b  წირზე (  და b 

ბოლოების ჩათვლით) ჰელდერის პირობას ½-ზე მეტი მაჩვენებლით. 

როგორც შემდეგში გამოირკვევა, ეს გარემოება არსებითია იმ 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების რიცხვითი ამოხსნებისთვის, 

რომლებიც (1.9.2) ტიპის ინტეგრალებს შეიცავს. აქედან გამომდინარე, 

განსახილველი ინტეგრალი bat ,0  წერტილებში განვმარტოთ როგორც 

შესაბამისი ზღვრული მნიშვნელობები. ჩვენ მივიღებთ შეფასებებს, 

რომლებიც სამართლიანი იქნება ნებისმიერი bat ,0  , თვით    და b 
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ბოლოების ჩათვლით. ეს უკანასკნელი გარემოება, როგორც ქვემოთ 

აღმოჩნდა, ეფექტურად გამოიყენება შესაბამისი (იხ. თავი II) 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების რიცხვითი ამოხსნებისთვის.  

ვიტყვით, რომ ),()( LH r

   , თუ   ფუნქცია უწყვეტია მოცემულ L(გლუვ) 

კონტურზე თავის წარმოებულებთან ერთად r  რიგამდე ჩათვლით, ამასთან 

r -ური რიგის წარმოებული 1)(0           )(   Hr  მაჩვენებლით. როცა 

1)(1/2       )(     0 )0(   LHr -ის ნაცვლად ჩავწერთ )(LH . 

თავიდანვე შევნიშნოთ, რომ როგორც ცნობილი მტკიცებულებებიდან 

გამომდინარეობს ([1], §18-22) თუ )12/1(   )(    LH , მაშინ 

HtS  );( 0

)2/1;2/1(   

მტკიცდება, რომ აგებული მიახლოებითი სქემისათვის, როდესაც 

)      ,12/1(   )()( mrLH r    , სამართლიანია შეფასება 
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  გამოსახულება შეიცავს   ფუნქციის 

მნიშვნელობას 0t ცვლად  წერტილში, ამიტომ თვითონ ამ გამოსახულების 

სინგულარული ინტეგრალის მიახლოებით მნიშვნელობად მიღება 

შეიძლება არ იყოს მიზანშეწონილი. ამთვალსაზრისით სავსებით მისაღებია 

მიახლოებითი ფორმულა 
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უნდა აღინიშნოს, რომ    *

nS  ჯამებს მივყავართ ერთიან გამოთვლით 

სქემამდე    abLt 0 პარამეტრის ყველა მნიშვნელობისათვის (კერძოდ,    

როცა 0t რანგით ახლოს არის   abL    წირის კვანძით წერტილებთან a და    

b  ბოლოებთან). ამ თვისებების გამო ისინი მოხერხებულად შეიძლება 

გამოვიყენოთ პრაქტიკულ გამოთვლებში. 

ქვემოთ მოყვანილია სინგულარული ინტეგრალების მიახლოებითი 

გამოთვლის ცხრილები, ზემოთ აგებული (1.9.5), (1.9.6), (1.9.7) კვადრატული 

ფორმულების გამოყენებით, განსაკუთრებულ     10 t  (ბოლო) 

წერტილებში, როცა ინტეგრების წირი ნამდვილი [-1;1] მონაკვეთია. ამ 

შუალედის სხვადასხვა n    დაყოფათა რიცხვისთვის  (შიგა დანაყოფები 

ყოველთვის ფიქსირებულია 4m   ). ხოლო სიმკვრივე    2)( tt    , თავის 

მხრივ, ასეთი წერტილები არსებით როლს თამაშობს მექანიკის პრაქტიკულ 

გამოყენებითი ტიპის ამოცანებში. მაგალითად, ბზარების ამოცანების 

რიცხვითი ამოხსნების დროს (იხ. თავი IV) საჭირო ხდება დაითვალოს 

ინტენსივობის კოეფიციენტი ამ წერტილებში, რომლის საშუალებითაც, 

თავის მხრივ, განისაზღვრება ბზარის გავრცელების შემდეგი მიმართულება 

[82]. 

 

ცხრილი4 

n 0t  );( 0

2)2/1  ;2/1( ttS   );( 0

2)2/1  ;2/1(* ttSn


 nn SSR 

 )2/1  ;2/1(
 

10 -1 -0,5 -0,499256 -0,00074424 

1 1,5 1,49405 0,0059532 

30 -1 -0,5 -0,499962 -0,0000380375 

1 1,5 1,49893 0,00106505 
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50 -1 -0,5 -0,49999 -0,0000101642 

1 1,5 1,49951 0,00048789 

 

როგორც ცხრილიდან ჩანს n -ის ზრდასთან ერთად იზრდება სიზუსტე და 

50n -ისთვის აღწევს 410 -ს 

 

 

 

 

 

 

 

II თავი 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების 

რიცხვითი ამოხსნები 

ამ თავში ნაჩვენებია I თავში აგებული მიახლოებითი ფორმულების 

გამოყენება ერთი კლასის სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების 

რიცხვითი ამოხსნებისათვის. ამ კლასის განტოლებებზე მიიყვანება 

სხვადასხვა სახის გამოყენებითი (მათ შორის სამშენებლო მექანიკის) ტიპის, 

დირიხლეს (შესაბამისად გრეხის) და დრეკადობის თეორიის ძირითადი 

სასაზღვრო ამოცანები, რომელთა შესაბამისი ინტეგრალური განტოლებები 

იწერება კოშის გულიან სინგულარულ ინტეგრალებში. 

 

§2.1. პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების 

რიცხვითი ამოხსნის ალგორითმის აგება დისკრეტულ განსაკუთრებულებათა 

მეთოდის გამოყენებით 
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2

1
-ს. ხოლო  ფუნქცია ),( t  

უწყვეტია     1 ;1x1 ;1   სიმრავლეზე. უნდა აღინიშნოს, რომ როცა  ),( tN k -ს 
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განტოლება შესაბამისი ცვლადთა გარდაქმნით შეიძლება უშუალოდ 

მივიყვანოთ ფრედგორმის მეორე გვარის განტოლებაზე უწყვეტი გულით. 
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თეორემა: ვთქვათ (2.1.1) განტოლებაში  )(tf  და ),( 0 ttK  ფუნქციები 

ეკუთვნიან ჰელდერის კლასს შესაბამისად  1 ;1  და    1 ;1x1 ;1 

სიმრავლეზე და ამ განტოლებას აქვს ერთადერთი ამონახსნი შესაბამისი 

მოცემული ინდექსისათვის. მაშინ 

njtfhtttK
tt

ht
jkn

n

k

kj

n

k kj

kn ...,,2,1           ),()(),(
)(

0

1

0

1 0










            (2.1.5) 

1...,,2,1           ),()(),(
)(

0

1

0

1 0







njtfhtttK
tt

ht
jkn

n

k

kj

n

k kj

kn 


          (2.1.6) 

           )(
1

Cht
n

k

kn 


  

njtfhtttK
tt

ht
jkn

n

k

kj

n

k kj

kn

n ...,,2,1           ),()(),(
)(

0

1

0

1 0

0 


 





            (2.1.7) 

 (2.1.5), (2.1.6), -(2.1.7) სისტემების ამონახსნებსა და (2.1.1) განტოლების 

ამოხსნებს შორის ადგილი აქვს  დამოკიდებულებას: 

nk t(t(t kn knk ...,,2,1        )())    

 სადაც მნიშვნელობა )( kt  აკმაყოფილებს შემდეგ უტოლობებს: 

3) ყელა წვერტილისათვის    batk   , , სადაც 0  

0      ),)( 1
1   

 (hOt δkn  

4) ყელა წერტილისათვის  batk   ,  

0      ),)( 2

1

2 


 
 O(ht

n

k

kn
 

აქ სიმრავლე  nktE k ,...,2,1  ,   და  njtE j ,...,1,0  ,00   ანხორციელებს [-

1.1] მონაკვეთის კანონიკურ დაყოფას. 

როგორც ამ ფორმულებიდან ჩანს, ბელოცერკოვსკის მიერ აგებული 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლების რიცხვითი ამოხსნის 

ალგორითმი საკმაოდ მარტივია, მაგრამ მათ არ აქვთ სიზუსტის მაღალი 

რიგი. 
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§2.2. პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური განტოლებების 

რიცხვითი ამოხსნის შესახებ გახსნილი კონტურების შემთხვევები 

ამ პარაგრაფში განიხილება პირველი გვარის სინგულარული 

ინტეგრალური განტოლების  

0
0 0 0 0

0L L

1 ( ) 1
( , ) ( ) ( ),         ( )

i i

t dt
K t t t dt f t t L

t t




 
  

        (2.2.1) 

რიცხვითი ამოხსნის საკითხები გახსნილი კონტურების შემთხვევაში 

გარკვეულ დაშვებებში საძებნი ამონახსნის ფუნქციათა კლასის მიმართ. 

ასეთ განტოლებებზე მიიყვანება ისეთი მნიშვნელოვანი ამოცანები, 

როგორიცაა, მაგალითად, დირიხლეს ამოცანა სიბრტყეზე ჭრილების ([1] 

§107) შემთხვევაში (შესაბამისად, კონფორმულად გადამსახავი ფუნქციის 

აგების, ღეროსა და ძელის გრეხის ამოცანები), სიბრტყის ტემპერატურული 

სტაციონარული ამოცანა, ნებისმიერად განლაგებული ბზარების 

შემთხვევაში ([2], თ.VII), ასევე დრეკადობის თეორიის ძირითადი 

სასაზღვრო ამოცანები.  

მრავალი ავტორის მიერ განხილულია სხვადასხვა სქემები ასეთი 

განტოლებების რიცხვითი ამოხსნებისათვის, მათ შორის, უფრო რთულ 

შემთხვევებში, როცა განტოლების ინდექსი უარყოფითი რიცხვია. ამ მხრივ 

განსაკუთრებით აღსანიშნავია ა. ჯიშკარიანის [54-56], ი. ლიფანოვის [41-43], 

ბ. მუსაევის [48-52] შედეგები. მ. ლავრენტიევის, ა. კალანდიას, ი. ეფრემოვის 

შედეგების მიმოხილვა განხილულია [53] შრომაში. [57], [58], [42-43] 

შრომებში მოცემულია (2.2.1) სახის განტოლებებისათვის, ე.წ. დისკრეტულ 

განსაკუთრებულობათა მეთოდის დაფუძნება.  

[60, 61, 62] შრომებში განხილულია ასეთი განტოლებების მიახლოებითი 

ამოხსნების სხვადასხვა მეთოდები. 

მიუხედავად ამისა, აღნიშნულ შრომებში, როგორც წესი, განიხილება 

პირველი გვარის სინგულარული განტოლებების გულისა და 
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ინტეგრალების წირის მიმართ გარკვეული შეზღუდვები. ინტეგრების 

წირად აღებულია ნამდვილი ღერძის მონაკვეთი. ნებისმიერი კონტურის 

შემთხვევაში განტოლების გარდაქმნა მონაკვეთის შემცველ განტოლებაზე 

პრინციპულად შესაძლებელია, მაგრამ ხშირად ძალიან არასასურველია, 

განსაკუთრებით ისეთ განტოლებებში, რომლებიც უკავშირდება 

პრაქტიკულ ამოცანებს (იხ. მაგ. [3]). ხშირად ასეთი გარდაქმნები რთულია, 

რადგანაც გამოყენებებში (მაგალითად, ბზარების თეორიის ამოცანებში) 

უფრო ხშირად იძულებულნი ვართ გამოვიყენოთ გარკვეული საწყისი 

მონაცემები. მეორე მნიშვნელოვან საკითხს წარმოადგენს გამოთვლილი 

სქემების კრებადობის სისწრაფე.  

მოცემულ §-ში განხილული სქემა გამოიყენება პირველი გვარის 

სინგულარული ინტეგრალური განტოლების რიცხვითი ამოხსნებისათვის, 

ნებისმიერი გახსნილი კონტურების შემთხვევაში, იმ დაშვებით, რომ 

მოცემულ ზუსტ განტოლებას ამოხსნების განსახილველ კლასში აქვს 

ერთადერთი ამოხსნა.  

მარჯვენა მხარისა და გულის მიმართ გარკვეულ დაშვებებში (იხ. ქვემოთ), 

მოცემული განტოლების მიმართ, შეგვიძლია მივაღწიოთ კრებადობის 

საკმარისად მაღალ რიგს. 

ამ პარაგრაფში მოყვანილი შედეგის საფუძველზე, რომელშიც მტკიცდება 

სინგულარული ინტეგრალებისათვის, გახსნილი კონტურებით, H

მეტრიკით კვადრატული პროცესების კრებადობა, შესაძლებელია 

შესაბამისი გამოთვლითი პროცესების დაფუძნება. ამასთან გამოყენებული 

კვადრატული პროცესები საშუალებას გვაძლევს საკმარისად ადვილად 

ავაგოთ შესაბამისი რეალური გამოთვლითი სქემები.  

ამგვარად, ჩავთვალოთ, რომ (2.2.1) განტოლებაში L ab  წარმოადგენს 

გახსნილ გლუვ კონტურს, რომელსაც ჩვენ კვლავ ჩავთვლით, რომ 

მოცემულია პარამეტრული სახით 0( )   ( ),    ( , )a bt t s s s s K t t   და 
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( )   f t L ზემოცემული ფუნქციებია, რომლებიც აკმაყოფილებს ჰელდერის 

პირობას (იხ. [1]). 

ვეძებოთ (2.2.1) განტოლების ამონახსნი, რომელიც შემოსაზღვრულია a

ბოლოზე და შემოუსაზღვრელიb  -ზე. ასეთ ამონახსნს, როგორც ცნობილია 

(იხ. [1] § 86), აქვს შემდეგი სახე 

0( ) ( ),
t a

t t
t b

 





 

სადაც, K  და f -ზე ზემოთ მოთხოვნილ დაშვებებში, ფუნქცია  L -ზე 

აკმაყოფილებს ჰელდერის პირობას.  

მახასიათებელი ნაწილის შებრუნებით, მოცემული განტოლება შეიძლება 

მოყვანილი იქნეს სახეზე (იხ. [62] § 42) 

1 1
0 1 0

1 0 1 0 0

1 1 ( , ) 1 ( )
( )  ( )         

i i i
ab ab ab

t b k t t t b f t
t dt t dt

t t t t t a t t
 

  

  
  

    
   (2.13) 

შემდეგში ამ უკანასკნელ განტოლებას განვიხილავთ, როგორც ოპერატიულ 

განტოლებას, გარკვეულ ფუნქციონალურ სივრცეში. ამასთან დაკავშირებით 

მას ჩავწერთ შემდეგი სახით 

0

0 0( ),K I k f t     (2.2.3) 

სადაც 

1 1
1 0

1 1 0

1 1 ( ; )
 ( )

ab ab

t b K t t
K dt t dt

i i t a t t
 

 

 
  

  
   

0

0

1 ( )
( )  

ab

t b f t dt
f t

i t a t t




   

ხოლო I ერთეულოვანი ოპერატორია. როგორც ვხედავთ, განტოლების 

თავისუფალი წევრი და გული წარმოადგენს სინგულარულ ინტეგრალებს 



74 
 

1 1
0 1 0

1 1 0

1 1 ( ; )
( )( ; )  ( )

ab ab

t b K t t
k t t dt t dt

i i t a t t
 

 

 
  

  
   

ინტეგრალურ ოპერატორში გული 

1 1
1

1 1 0

1 ( ; )
 

ab

t b K t t
dt

i t a t t



   

შევცვალოთ ჩვენ მიერ  აგებული კვადრატული ფორმულით, მივიღებთ: 

(1/2; 1/2)1 1
0 0

1 1 0

1 ( ; )
 ( ); , ,   ,

nn

ab

t b K t t
L S K t t t ab

i t a t t


      

სადაც 

(1/2; 1/2) (1/2; 1/2)

0 0 0 1( ); , ( ); , ,   (j=1, ),
n nn nj j jL S K t t L S K t t t n  


       

0(1/2; 1/2) (1/2; 1/2)

0 0 1/
1 0

( )
( ); , ; ; ),    

( ) ( )n n

m
j

nj jk j j

k jk j jk

t
L S K t t S K t t t

t t t


 



 





     
  

ანალოგიურად 

(1/2; 1/2)

0

0

1 ( )
 ( );  n n

ab

t a f t dt
L S f t

i t b t t


      

(2.2.2)-თან ერთად  0; n nL t  ფუნქციათა ქვესივრცეში განვიხილოთ 

განტოლება 

     0 (1/2; 1/2) (1/2; 1/2)

0 0 0 0

1
; ; ( ) ; , ; ( );

nn n n n n n n n n n

ab

K L t L t L S K t t L t dt L S f t
i

  


           

(2.2.3)თუ ამ განტოლებაში 
0t პარამეტრს მივცემთ მნიშვნელობას 

 ( ; )                ( 1,2,... ;    1,2,... )jT j t n j m     

სიმრავლიდან, მივიღებთ წრფივ განტოლებათა სისტემას ( ; )T j   

წერტილებში ( )n jt  უცნობების მიმართ: 

 
0 0

0 (1/2; 1/2)
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უფრო დაწვრილებით ამ სისტემას ექნება შემდეგი სახე 
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ხოლო ( )n jt -საძიებელისიდიდეებია. 
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ვიგულისხმოთ, რომ (2.2.1) განტოლებაში 
0 0( , ), ( ) ( ).rK t t f t H L  

დავამტკიცოთ, რომ თუ (2.2.1) განტოლებას აქვს ერთადერთი 

0 ( ) / ( ) ( )t a t b t     სახის ამონახსნი, მაშინ გარკვეული 0n n -დან 



76 
 

დაწყებული (2.2.3/) განტოლება და (2.2.3//) სისტემა ცალსახად ამოხსნადია, 

ამასთან, თუ  0;n nL t  არის (2.21.3/) განტოლების ამონახსნი, მაშინ  -ს 

მიმართ ზემოთ მიღებულ დაშვებებში სამართლიანია შეფასება  

  1/2

ln
( ) ;     ( 1,  1/ 2),r

n n rH

C n
t L t m r

n
 

   
  

        (2.2.4) 

 

სადაც  -არის (2.2.3) განტოლების ამონახსნი, ხოლო 
rC -რაიმე მუდმივია. 

ამ თეორემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ზოგადი მიახლოებითი 

თეორიის ცნობილი შედეგებიდან (იხ. [14] XIV თავი).  

როცა 1  , (2.2.4) შეფასებიდან პლემელი პრივალოვის (იხ. [77] §18) 

ცნობილი თეორემის თანახმად, შესაბამის დაშვებებში K -სადა f -ის  

მიმართ მტკიცდება, რომ 
nL  -ის რიგი არის 

1/2

1
,

r
O

n  

 
 
 

 სადაც    

რაგინდ მცირე დადებითი რიცხვია.  

 

 

 

 

 

§2.3 პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური განტოლების რიცხვითი 

ამონახსნის შესახებ, გახსნილი კონტურებით, არანულოვანი ინდექსის 

შემთხვევაში 

 

კვლავ განვიხილოთ განტოლება  

)(      )f(t)(),(
1

 
)(1

0000

0

0 LtdttttK
itt

dtt

i
LL


  






                (2.3.1) 
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კვლავ ვიგულისხმოთ, რომ HttK ),(f(t), 0  და განვიხილოთ შემთხვევა, 

როცა ვეძებთ (2.3.1) განტოლების ამონახსნს, რომელიც შემოუსაზღვრელია 

ორივე   და   ბოლოებზე. როგორც ცნობილია (იხ. [1] §86), ამ შემთხვევაში 

(2.3.1) განტოლების ინდექსი 1-ის ტოლია და ამონახსნი ზოგადად 

ცალსახად არ განისაზღვრება.  

(2.3.1) განტოლების მახასიათებელი ნაწილის მიმართ ამოხსნით (იხ. [62] 

§42) იგი მიიყვანება ეკვივალენტურ განტოლებაზე: 













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

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
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01
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





(2.3.2) 

სადაც C მუდმივი რიცხვია. 

მოცემულ შემთხვევაში (2.3.3) ოპერატორულ განტოლებას ექნება სახე: 

11 fkIV   (2.3.3) 
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წინა მსჯელობის ანალოგიურად შევცვალოთ  
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ანალოგიურად 
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(2.3.1) განტოლებასთან ერთად           ფუნქციათა ქვეკლასზე 

განვიხილოთ განტოლება 
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(2.3.1) 

ეს განტოლება, თუ 0t -ს მივცემთ მნიშვნელობას 

  ),...,2,1  ;,....,2,1(      );( mjntjtT j     

სიმრავლიდან, მოგვცემს წრფივ განტოლებათა სისტემას         უცნობების 
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კვლავ ვიგულისხმოთ, რომ )(, )( LHfK r

 მტკიცდება, რომ თუ (2.3.1) 

განტოლებას აქვს ერთადერთი ამონახსნი (ამ შემთხვევაში უნდა 
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ვიგულისხმოთ, რომ ინტეგრალი საძიებელი ამონახსნიდან ცნობილია) 
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ab btat

t
tCdtt       ,

))((
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)(       ))( 00


 მაშინ გარკვეული n=n0-დან 

დაწყებული (2.3.1/) განტოლებას და (2.3.3) სისტემას აქვს ერთადერთი 

ამონახსნი, ამასთან, თუ            არის (2.3.1/) განტოლების ამონახსნი, 

მაშინ   და  -ის მიმართ ზემოთ მოყვანილ დაშვებებში ადგილი აქვს 

შეფასებებს 
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სადაც    მუდმივია, რომელიც დამოკიდებულია მხოლოდ  -ზე და     -

ფუნქციის ჰელდერის მაჩვენებელზე. 

ამ თეორემის სამართლიანობა გამომდინარეობს მიახლოების ზოგადი 

თეორიიდან (იხ. [14], XIV-თავი) და ჩვენ მიერ §1.4-ში მიღებული 

შეფასებებიდან 
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სადაც  /და  /  მუდმივებია, როგორც ვხედავთ ამ სქემის დაფუძნებაშიც 

არსებით როლს თამაშობს §1.4-ის შეფასებები.  

შ ე ნ ი შ ვ ნ ა: იმ შემთხვევაში, როცა (2.3.1) განტოლების ინდექსი 

უარყოფითია 1 , ყოველთვის არ არსებობს აღნიშნული ზუსტი 

განტოლების ამონახსნი, ის რომ არსებობდეს მარჯვენა მხარე )( 0tf უნდა 

აკმაყოფილებდეს დამატებით პირობას 
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ამიტომ (2.3.1) განტოლების მიახლოებითი ამოხსნის დროს 

გათვალისწინებული უნდა იქნეს (2.3.5) დამატებითი პირობა. როგორც 
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ცნობილია (იხ. მაგ[1]) თუ სრულდება (2.3.5) პირობა, მაშინ (2.3.1) 

განტოლებას ყოველთვის აქვს ამონახსნი და იგი ერთადერთია.  

ახლა განვიხილოთ ზემოთ მოყვანილი ალგორითმით შემდეგი სახის 

პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური განტოლების ამოხსნა 

მასში შემავალი პარამეტრების სხვადასხვა მნიშვნელობისათვის  
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ცხრილი 5                           (ზუსტი ამონახსნია   ) 

    -1 -0.3333 0.3333 1 

       1.85 1.98 2.08 2.13 

 

ცხრილი 6                  

    -1 -0.778 -556 -0.333 -0.111 0.111 0.333 0.556 0.778 1 

       1.82 1.86 1.90 1.94 1.98 2.02 2.06 2.09 2.12 2.14 

 

 

ცხრილი 7                   

    -1 -0.6 -0.2 -0.2 -0.6 1 

       1.82 1.902 1.981 0.050 2.104 2.138 
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§ 2. 4 სრული ინტეგრალური განტოლებისშემთხვევა 

განვიხილოთ სრული პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური 

განტოლება 
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ქვემოთ ყველგან, ჯერჯერობით კვლავ ვიგულისხმოთ, რომ ვეძებთ (2.4.1) 

განტოლების   ბოლოებზე შემოსაზღვრულ და b ბოლოზე შემოყსაზღვრელ 

ამოხსნას, მაშინ როგორც არაერთხელ აღვნიშნეთ (2.4.1) განტოლება მიიღებს 

სახეს: 
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)2/1;2/1( tS  ინტეგრალისათვის გამოვიყენოთ §1.4-ში აგებული 

);( 0

2/1;2/1( tDn   აპროქსიმაცია 

);(),( 0

2/1;2/1(

0

)2/1;2/1( tDtS n     

რაც შეეხება რეგულარულ ნაწილს, მისთვის გამოვიყენოთ კვადრატული 

პროცესი, რომელიც დაფუძნებულია  ინტეგრალქვეშა გამოსახულების უბან-

უბან კვადრატულ Ln-ინტერპოლაციაზე (იგივე კვანძით 

წერტილებისათვის), ე.ი. დავუშვათ, რომ 

 dtttthLdtttth
L L

n  ),),()(),( 0000   

რომელიც წარმოადგენს ცნობილი კოეფიციენტებით განსაზღვრულ 

კვადრატულ ჯამს. აქედან გამომდინარე, (2.4.2)-ის ეკვივალენტურ 

განტოლებასთან ერთად 

   
 
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fSdtttthSt ,)(),()(
1)2/1;2/1(
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რომელსაც შემდეგში განვიხილავთ Cსივრცეში. საწყისი განტოლების 

მარცხენა მხარე შევცვალოთ 

  .;))(),((();( 000
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




 


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nnn tdtttthLLtD   

გავითვალისწინოთ, რომ ზემოთ მიღებულ დაშვებებში 2/1;2/1( 

nD  

შებრუნებადია, მაშინ თუ ვისარგებლებთ   ფუნქციისათვის ზემოთ 

გამოყენებული უბან-უბან საინტერპოლაციო აპროქსიმაციით, შეგვიძლია 

დავწეროთ: 
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თუ გავითვალისწინებთ 2/1;2/1( 

nD  ოპერატორის სტრუქტურას, ცხადი 

გახდება, რომ უკანასკნელი განტოლების მარცხენა მხარის ოპერატორი 

მოქმედებს უბან-უბან პოლინომიურ ქვესივრციდან (რომლის ხარისხი ≤2) 

იგივე ქვესივრცეში, რომელშიც ვიხილავთ განტოლებას. ვაჩვენოთ, რომ 

 0000
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განტოლებას საკმარისად დიდი n-ებისათვის აქვს ერთადერთი ამონახსნი. 

აღვნიშნოთ 
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დავიწყოთ შემდეგი სხვაობის განხილვით: 
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შევნიშნოთ, რომ )1(0L  და გამოვიყენოთ მიღებული 

  ),()(    )(ln 0

21)2/1;2/1( tthnnODn 
  ფუნქციის მიმართ ზემოთ მიღებულ 

დაშვებებში, მივიღებთ 

 

).(       )(

ln()(

0
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0

1)2/1;2/1(
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აღვნიშნოთ   ))(( 0

1)2/1;2/1( tHD nn 
 ოპერატორ ფუნქცია )( 0tn -ით. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ 

    )()()()( )2/1;2/1()2/1;2/1()2/1;2/1(1)2/1;2/1()2/1;2/1()2/1;2/1(

nnnn HSDSHSDS     

წარმოადგენს ჩვენ მიერ §1.5-ში აგებული კვადრატული პროცესის ნაშთით 

წევრს 

 


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)2/1;2/1( )(1
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


 ამასთან, )(tn ფუნქციის აგების 

სტრუქტურის თანახმად და კარგად ცნობილი მტკიცებით [1] 

გამომდინარეობს, რომ )12/1(   )( 2/1    Htn . შევაფასოთ ახლა 

შესაბამისი ნაშთითი წევრი 

 );();();( 0

)2/1;2/1(

0

)2/1;2/1(

0 tDtStR nnnnn     

გამოვიყენოთ 2/1);(   Htn  პირობა, წინა მსჯელობის ანალოგიურად ეს 

შეფასება ძირითადად მიიყვანება );( 0tRn   ნაშთითი წევრის შეფასებაზე 

კვანძით ),...,2,1( n  წერტილებში: 
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(2.4.3) 

ფიგურულ ფრჩხილებში ყოველი შესაკრები, რომელსაც შემდეგში 

აღვნიშნავთ );(  nnR -ით, წარმოადგენს ნაშთს         1212     რკალებზე, 

შესაბამისი ინტეგრალებისათვის 












t

t nn )()(
 სხვაობიანი 

დამოკიდებულებიდან. აღნიშნული ნაშთები მიიღება აღნიშნული 

ფუნქციის წრფივი ინტერპოლაციით შესაბამის რკალების ბოლო 

წერტილებით. 

როგორც უკვე აღნიშნული იყო §1.5-ში, ასეთი აპროქსიმაცია გვაძლევს 

ზუსტ მნიშვნელობებს ისეთი )(tn  ფუნქციისათვის, რომლებიც 

წარმოადგენს მრავალწევრს, რომლის ხარისხი ნაკლები ან ტოლია 2-ის, 

ამიტომ შესაბამისი შესაკრებები არ შეიცვლება, თუ მათში შემავალ 
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   შესაკრებ განსახილველ ჯამში შეიძლება ჩავწეროთ, მაგალითად, ასე: 
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




 


























12

12

12

12)2/1;2/1(

12

12

12

)()()()(

)()()()(1

1212

nnnn

nnnn

P

dt
t

t

bt

at

i
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nR -ში შემავალ ყოველ გაყოფილ სხვაობას ვაკლებთ 

  )/()()( 1212     nn სახის მუდმივს. ეს უკანასკნელი 

წარმოვადგინოთ ასეთი სახით: 





























































))((

)()(
)(

)()(

))((

)()(
)(

)()(1

1212

12

1212

12

12)2/1;2/1(

12

12

12

12

12

1212











 





























nnnn

nnnn

P

dt
t

t
t

t

i
(2.4.4) 

გამოვიყენოთ    2/1  Hn  პირობა; abL  კონტურის გლუვობა და 

აღვნიშნოთ neh / ,  სადაც l  წირის სიგრძეა, მაშინ შეგვიძლია 

დავრწმუნდეთ, რომ მოცემული გამოსახულებიდან ინტეგრალი არ 

აღემატება 
nhO  )( 2/1 -ს. ანალოგიური შეფასებები გვექნება იმავე 

გამოსახულების ინტეგრალური წევრების მიმართ.  

ახლა შევაფასოთ 


n

nnR
1

);(


   ჯამი, ამასთან );(   nnR -ის ქვეშ 

ვიგულისხმოთ (2.4.4) ის სესაბამისი გამოსახულება. წინა მსჯელობის 

ანალოგიურად შეგვიძლია დავრწმუნდეთ, რომ 

)(   )ln(
1

)(
)(

)()(

2/1

1212

2/1

2/1
1

1

1

2/112





























 

nnhO

hOdt
t

t

bt

at

Hn

n

n

Hn

nn



















 







 

რაც შეეხება ინტეგრალების ჯამს 

))((

)()1(
)(

12

2

12



















t

t nn  

ტიპის გამოსახულებებიდან, მათთვის გვექნება შეფასება 

)12/1(     
1

 )(
1

1 3

2

2/1

2/1




 










 





n

HnhO  
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საიდანაც ვიღებთ შეფასებას 
2/1

)( 2/1









HnhO . ანალოგიური შეფასებები 

შეიძლება მივიღოთ შესაბამისი არაინტეგრალური წევრების ჯამიდან, 

ამასთან ყველა შეფასება თანაბარია )11(  n -ის მიმართ. 

ამ შეფასებების საფუძველზე ვიღებთ 


 );(max nnR  შეფასებას, რომლის 

საფუძველზედაც ისევე, როგორც §1.5-ში, მივიღებთ შემდეგი სახის 

შეფასებას 

2/1

)( )2/1;2/1()2/1;2/1(



 




HnnnnDS  

-ის სრულიად განსაზღვრული შეფასებით. აქ, როგორც წინა შემთხვევაში, 

  ))(())(()( 0

)2/1;2/1(

0

1)2/1;2/1(

0 tHStHSt nnn     

გვაქვს 

.,    ,)(max 1010 constCCCHC j
jHnHn  



 

ამ უკანასკნელის გათვალისწინებით, ასევე   -ის ცხადი შეფასებიდან და 

  )ln( 22/11)2/1;2/1( nnODn 
  მივიღებთ საბოლოოდ 

   

 )(     0    ,

)((
1)2/1;2/1()2/1;2/1()2/1;2/1(1)2/1;2/1(






n

HSSDD

nnn

nnn




 

ამგვარად, ვისარგებლოდ     )()(
1)2/1;2/1(1)2/1;2/1(

nnnn HDHS 
  და 

მხედველობაში მივიღოთ, რომ     1)2/1;2/1(1)2/1;2/1(   nnn DDL  მივიღებთ 

ისეთივე შეფასებას     )()(
1)2/1;2/1(1)2/1;2/1(

nnnnn HDHSL 
  -სთვისაც. 

ზემოთ მოყვანილი მსჯელობის საფუძველზე და მარტივი შეფასებებით 

(მხედველობაში მივიღოთ )12/1(      Hf ) დავრწმუნდებით, რომ 

განხილული განტოლებისათვის სრულდება მიახლოების მეთოდის 

ზოგადი პირობები [38]. 
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ჩვენ დაშვებებში, რომ კომპიუტერით მიღებული შესაბამისი მრავალწევრის 

ფესვები ემთხვევა 
2

1
0




jj

jt


 წერტილებს, გარდა ერთი ფესვისა, 

რომელიც მცირედ განსხვავდება nt0  წერტილისგან, შეიძლება ვამტკიცოთ, 

რომ (2.4.2/) განტოლება ცალსახად ამოხსნადია გარკვეული n-დან 

დაწყებული და მიახლოებითი ამოხსნა მიისწრაფის ზუსტი ამონახსნისაკენ. 

        და       ფუნქციების შესაბამისი სიგლუვის შემთხვევაში მიიღება 

კრებადობის )ln( 2

3

nnO   რიგი.  

ანალოგიური მსჯელობა შეგვიძლია ჩავატაროთ (შესაბამისი 

დაზუსტებებით), როცა (2.4.1) განტოლებისათვის ვეძებთ ორივე ბოლოზე 

შემოუსაზღვრელ  ან ორივე ბოლოზე შემოსაზღვრულ ფესვს.  

 

 

 

 

 

 

 

§ 2. 5სრული ინტეგრალური განტოლებისრიცხვითი ამოხსნის შესახებ 

მარკოვის ტიპის კვადრატურული ფორმულებით. 

განვიხილოთ სრული პირველი გვარის სინგულარული ინტეგრალური 

განტოლება 

  


L L

tfdttttK
tt

dtt

i
)()(),(

)(1
000

0





(2.5.1) 

ვთქვათ (2.5.1) განტოლებაში  )(tf  და ),( 0 ttK  ფუნქციები ეკუთვნიან 

ჰელდერის კლასს თავიანთი განსაზღვრის არეში. მაშინ შესაძლებელია 

გამოვიყენოთ  

njtfhtttK
tt

ht
jk

n

k

kj

n

k kj

k ...,,2,1           ),()(),(
)(

0

1

0

1 0










            (2.5.2) 
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რომელსაც გამოვითვლით ჩვენს მიერ §1.8-ში განსაზღვრული მარკოვის 7 

სინგულარობის წერტილისთვის და 25 კვანძითი წერტილისათვის. 

მივიღებთ: 

7...,,2,1           ),()(),(
)(

0

25

1

0

25

1 0







jtfhtttK
tt

ht
jk

k

kj

k kj

k 


    (2.5.3) 

ეს უკანასკნელი წარმოადგენს წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას  

)( kt  უცნობების მიმართ, 7 განტოლებითა და 25 უცნობით, რომლის 

ცალსახა ამოხსნა შეუძლებელია.   ესეიგი §1.8-ში მიღებული შედეგით 

შესაძლებელია დავთვალოთ სინგულარული ინტეგრალის მნიშვნელობა 7 

სინგულარობის წერტილში, მაგრამ შეუძლებელია სინგულარული 

ინტეგრალური განტოლების ცალსახა ამონახსნის მოძებნა. აქედან 

გამომდინარეობს, რომ მნიშვნელოვანია მოიძებნოს ერთნაირი რაოდენობის 

ერთმანეთთან ურთიერთკავშირში მყოფი ისეთი კვანძითი და 

სინგულარობის წერტილები, რომ ერთდროულად დაკმაყოფილდეს §1.8-ში  

kt  კვანძითი და jt0  სინგულარობის წერტილებისთვის წაყენებული 

მოთხოვნებიც და ამავდროულად (2.5.3) გახდეს ცალსახად ამოხსნადი. 

 

III თავი 

III თავშიწარმოდგენილიასამშენებლომექანიკისმეტადაქტუალურისაკითხი,  

ბზარებისზოგიერთიამოცანისრიცხვითიამოხსნასინგულარულიინტეგრალ

ურიგანტოლებებისგამოყენებით. ცნობილია, 

რომროცაბზარსაქვსგლუვიანუბან-უბანგლუვიწირისფორმა, 

იგიმიიყვანებადირიხლესამოცანაზე. დასმულია და განხილულია 

დირიხლეს ამოცანების რიცხვითი ამოხსნა სხვადასხვა შემთხვევებისათვის. 

 

§3.1. დირიხლეს ამოცანის რიცხვითი ამოხსნა უცნობი  

გახსნილი სასაზღვრო წირის შემთხვევაში 
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გამოყენებითი ხასიათის ამოცანებში (მაგალითად, ბზარების) მრუდ-წირის 

გამოსახვა ზუსტი პარამეტრული განტოლებით, ხშირად სიძნელეს 

წარმოადგენს, რიგ შემთხვევაში კი, შეუძლებელსაც. ცნობილია მხოლოდ ამ 

მრუდის გრაფიკის სახეობა. ასეთ შემთხვევებში, როგორც ექსპერიმენტებმა 

გვაჩვენა, ამ ამოცანების რიცხვითი ამოხსნისათვის ეფექტიანია 

სინგულარულ ინტეგრალური განტოლების მეთოდი, რამეთუ ამ დროს 

გათვალისწინებული სქემები მოითხოვს საძებნი ფუნქციის მნიშვნელობებს 

მხოლოდ საკვანძო წერტილებში. ამასთან, განტოლების დისკრეტიზაციის 

პროცესში, აპროქსიმაცია საჭიროა მხოლოდ საძიებელი ამოხსნისათვის. 

აღვნიშნოთ D-თი სიბრტყე, რომელიც გაჭრილია გლუვი ლიაპუნოვის L=ab 

წირის გასწვრივ (ბოლოებით a და b), რომლის პარამეტრულ განტოლებას 

მივიღებთ უცნობად. განვიხილოთ დირიხლეს ამოცანა (ამ ამოცანამდე 

დაიყვანება გამოყენებითი ხასიათის პრაქტიკული ამოცანების დიდი 

რაოდენობა. აუცილებელია ჰოლომორფული   ფუნქციის მოძებნა 

უსასრულო D-ს არეში, რომელიც ქრება უსასრულობაში, რომელიც 

უწყვეტად გრძელდება მარცხნივ და მარჯვნივ მრუდის გასწვრივ, გარდა 

მრუდის a b ბოლოებისა,  სადაც იგი აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

( ) ;      0 <1
const

z
z c


  


    (3.1.1) 

ე.ი. აქვსსუსტიგანსაკუთრებულობა; 

cემთხვევაaანb, შემდეგიზღვრულიპირობებით 

0 0 0Re ( ) Re ( ) ( ),t t f t       (3.1.2) 

სადაც 0( )f t  LL-ზე მოცემული ნამდვილი უწყვეტი ფუნქციაა. 

დავუშვათ 

1 ( )
( , ) ( , ) ( ) ,    (z) D

L

t dt
U x y iV x y z

t z





   

 . 
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ამოხსნასვეძებთკოშისტიპისინტეგრალისნამდვილინაწილით: 

1 ( )
( , ) Re ,    (z D)

L

t dt
U x y

t z




 

 .  (3.1.3) 

სადაც ( )t  _ საძიებელი ნამდვილი ფუნქცია. 

(3.1.3) ტოლობაჩავსვათ  (3.1.2) სასაზღვროტოლობაში. მაშინ ( )t -

სმოძებნისამოცანადაიყვანებაშემდეგისახისსინგულარულინტეგრალურგან

ტოლებაზე; 

0

0

1 ( )
Re ( ).

L

t dt
f t

t t






   (3.1.4) 

როგორცმუსხელიშვილისთეორიიდანააცნობილი, (3.1.4)  

განტოლებასშეიძლებაჰქონდესსამიტიპისამონახსნი: 

1. ( )t ამოხსნისმოსაძებნად, 

რომელიცშემოსაზღვრულიაერთბოლოზედაარარისშემოსაზღვრულიმეორე

ზე, 

ვიყენებთპირველიგვარისსინგულარულინტეგრალურიგანტოლებისამოხსნ

ისცნობილწარმოდგენებს.  მასექნებაშემდეგისახე: 

0( ) ( )
t a

t t
t b

 





, 

სადაც
0 ( )t H   (ჰელდერისკლასისფუნქციაა). 

ამშემთხვევაშივგულისხმობთ, რომ ( )t ამოხსნაშემოსაზღვრულიაa-

სბოლოზედაარარისშემოსაზღვრულიb-სბოლოზე. მაშინ (3.1.4) 

განტოლებამიიღებსშემდეგსახეს: 

0
0 0 0

0

1 ( ) 1
( , ) ( ) ( );

L L

t a t t a
dt k t t t dt f t

t b t t i t b




 

 
  

     
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 
0

0

( )cos ( )sin1 ( ) 1
( , ) ,

( ) ( )

iy x e t
k t t

i t t t t

    

   

     
   

    
 

სადაც
0 0( , ) arg( ),t t t t    LმრუდიპარამეტრულადჩაწერილიაL:

( )t t   saxiT, sadac  არისპარამეტრიმრუდისსიგრძესთანშეფარდებით. 

როგორცცნობილია, ამგანტოლებასაქვს  Hკლასისერთადერთიამოხსნა.   

2. როცავეძებთ ( )t ამოხსნას, რომელიცშემოუსაზღვრულიაორივებოლოზე,   

0

1
( ) ( )

( )( )
t t

t a t b
 

 
. 

მაშინგანტოლებას (3.2.4) ექნებაშემდეგისახე: 

0
0

0

1 ( ) 1 ( , ) ( )
( )

( )( )( ) ( )( )

o o

L L

t dt k t t t dt
f t

it a t b t t t a t b

 

 
 

    
  . 

ამშემთხვევაში, (1.1.4) განტოლებასრომჰქონდესერთადერთიამონახსნი,  

( )t ამოხსნაუნდააკმაყოფილებდესდამატებითპირობას: 

0( )

( )( )L

t dt
c

t a t b




 
 , 

სადაცC _ რაიმე დამატებითი მუდმივია. 

3. როცა ვეძებთ ( )t ამოხსნას, რომელიცშემოსაზღვრულიაორივებოლოზე, 

მასექნებაშემდეგისახე: 

0( ) ( )( ) ( ),t t a t b t     

მაშინგანტოლება (1.1.4) ჩაიწერებაშემდეგიფორმით: 

0
0 0 0

0

( )( ) ( )1 1
( )( ) ( , ) ( ) ( ).

L L

t a t b t dt
t a t b k t t t dt f t

t t i




 

 
   

   
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იმისათვის, რომმიღებულგანტოლებასჰქონდესამოხსნა, 

უნდაშესრულდესპირობა 

( )
0

( )( )L

f t dt

t a t b


 
  

ამასთან, ამშემთხვევაშიამონახსნიიქნებაერთადერთი. 

სიმარტივისადაგარკვეულობისათვისგანტოლებისამონახსნსვეძებთშემდეგი

სახით: 

0( ) ( ),
t a

t t
t b

 





 

ე.ი. ვეძებთისეთამოხსნას, რომელიცშემოსაზღვრულიაL მრუდისa 

ბოლოზედაარარისშემოსაზღვრულიb ბოლოზე 

(ასეთიშემთხვევებიხშირადგვხვდებაგამოყენებითიხასიათისპრაქტიკულამ

ოცანებში [63]). ამშემთხვევაში (3.1.4) განტოლებამიიღებსშემდეგსახეს: 

0
0 0 0

0

1 ( ) 1
( , ) ( ) ( ).

L L

t a t t a
dt k t t t dt f t

t b t t i t b




 

 
 

         (3.1.5) 

რადგანაცჩვენარვიცითLმრუდისგანტოლება, 

უშუალოდმონიტორისეკრანიდანშეგვყავსმრუდისწერტილებიდაშემდეგგამ

ოვიყენებთუბან-უბანსპლაინ-

პოლინომიალურმეოთხერიგისინტერპოლაციას. 

`spline toolbars~პაკეტისგამოყენებითიგებაშესაბამისიკონტური. 

მონიტორისეკრანზესხვაპარამეტრებთანერთადჩნდებაპარამეტრი,  

რომელიცნიშნავსმრუდისსიგრძეს. ამასთან, იგიშეიძლებაგანვიხილოთ, 

როგორცრკალისპარამეტრისანალოგიდაჩავიწეროთLმრუდისგანტოლება: 

( )t t  , სადაც პარამეტრიაღნიშნავსშესაბამისირკალისსიგრძეს. 

ამოირჩევა კონტურის დაყოფის რაღაც რიცხვი nდა განისაზღვრება 

დაყოფის ბიჯი /h n .. აუცილებელია აღვნიშნოთ, რომ კონტურის 
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დანაწევრება კვანძებად  
1

n

j j



  მრუდის რკალზე აღმოჩნდება თანაბარი 

რკალის სიგრძის მიმართ, რომლის ბოლოებიც არის j  და 1j  . ამას არ 

აქვს ადგილი იმ შემთხვევაში, როცა მრუდის დანაწევრება ხდება ბუნებრივი 

პარამეტრების მიმართ. 

დაყოფის შემდეგ (3.1.5) განტოლებაში )(
0

t  ფუნქციას ვცვლით 

მიახლოებითი ფუნქციით: 

0 0
0 0 0

1 10 0

( ; , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ; ),
m m

k k k

k kk k

t t t t
t t t l t t l t L t

t t t t
    

 

    
 

 
    

 
  (1.1.6) 

სადაც
0 0

0

0 0

1

( ; ) ( ) ( ),
m

k vk

k

L t l t t  


  

1

( )
( ) ,        ( ) ( ),

( ) ( ) 

  



m

k k

kk k

t
l t t t t

t t t


  

  





 

0( ; , )t t  უბან-უბანსაინტერპოლაციომრავალწევრია. თუ (3.1.6)-

ესჩავსვამთ (3.1.5)-ში, მიიღებაშემდეგიწრფივგანტოლებათასისტემა 0 ( )kt

უცნობებისმიმართ. 

n m

0n vj ie n ie vj 0n ie 0 vj

i 1 l 1

(t ) q A (t , t ) (t ) f (t )
 

    , 

სადაც 

(1/2; 1/2) (1/2; 1/2)n m m m
(1/2; 1/2)k

n ie vj j j

1 k 1 k 1 k 1k vj j
v k j k j

(1/2; 1/2)n m

j il ie

1 k 1 j

(1/2; 1/2)

k j

P P
A (t , t ) 1 P d (t )

t t t t

P
K(t ; t ) K(t , t )

t t

P

t t

   
  
  

     
  

 


 

   


 



 

 
     
  
  

  





  



m m
(1/2; 1/2)

ie j j k ie

1 k 1
k j k j

K(t , t ) P d (t )K(t ; t )], 

    

 
 

 
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ხოლო 0n j(t ) - საძებნი სიდიდეებია. 

(1/ 2; 1/ 2) (1/ 2; 1/ 2)n m m m
(1/ 2; 1/ 2)k

0 vj j j j

1 k 1 k 1 k 1j j k
v k j k j

(1/ 2; 1/ 2) (1/ 2; 1/ 2)n m m

1 k 1 k 1j k j k
k j

P P
f (t ) 1 P d (t ) f (t )

t t t t

P P
f (t ) f (t )

t t t t

   
  
   

      
  

   

 
 

     
 

 
     
  
  

  
 

  

 
m

(1/ 2; 1/ 2)

j k j

k 1
k j

P d (t )f (t ) 

   






 

( 1,2,...,n; j 1,2,...,m)       

1 i i 1

m m
j ij(1/ 2; 1/ 2) ( 1/ 2;1/ 2)

k il
j 1 j 1

j ie ijj k j e

t t t t1 t b 1 t a
P dt P dt

i t a t t i t b t t
      

  

 


 

     

  
   
      

 

(1/2; 1/2)

(1/2; 1/2) (1/2; 1/2) (1/2; 1/2)
k l 1m

P , k 2,m 1; 1,n,

P P P k 1; 1,n;





   
  

    


     



   

;    

0

0

0

0

0

m

j j
j 1
j k, j

m

k j
j 1
j k

(t t )

d .

(t t )

 





 












 

მტკიცდება, რომაღნიშნულსისტემასაქვსერთადერთიამონახსნი, 

ვპოულობთამამონახსნებს, ამოვხსნითამსისტემას, ვიპოვით 0 1
( )

n

kt 



 

(k=0,m) 

მიშვნელობებსდაამმნიშვნელობებზეავაგებთლაგრანჟისსაინტერპოლაციოფ

ორმულას. 

0 0

0

0 0 0

1

( ; ) ( ) ( ),
m

k n vk

k

L t l t t  


  

1

( )
( ) ,        ( ) ( )

( ) ( )

m

k k

kk k

t
l t t t t

t t t


  

  




 

  


  
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0, 1;     , 1.n k o m      

 

მასშემდეგ, 

რაცშესაბამისიმიახლოებითისისტემიდანმოვძებნითმნიშვნელობას 0 1

n

j j



, 

ამოცანისმიახლოებითიამოხსნისათვისვღებულობთ: 

1 ( )
( , ) Re ,     (z D)n

n

L

t a t
U x y dt

t b t z






  

   (3.1.7) 

სადაც ( )n t წარმოადგენს 0 1

n

j j



მნიშვნელობაზე 

აგებულლანგრანჟისინტერპოლაციურმრავალწევრს,  

n

n 0n oj

j 1 oj 0 j

(t)
(t) (t ).

(t t ) (t )


  

 
  

როცაLწირიუბან-უბანგლუვია
1 2, ,... nq q q კუთხითიწერტილებითან (იხ. 

ნახ.1) ( )f t -სგააჩნიაპირველიგვარისწყვეტები, მაშინ 

q1

q2 q3 q4

q5
 

ნახ.3 

დირიხლეს ამოცანაში
(1/ 2; 1/ 2)

0( ;t ) S  სინგულარულ ინტეგრალსვცვლით მ. 

კუბლაშვილის მიერ აგებული
1 2, , ,... 0( ; )

nn q q qs t მაღალი სიზუსტის 

მიახლოებითი მააპროქსიმირებელი ჯამით:  
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
1 2, , ,..., 0 0 0 0

1 1 0

0
0 ,0 1 0

1 1

1 0
1, 1

1 1

( ; ) ( ) ( ) [ ( ; ) ( )]

( ; )
[ ( ) ( ) ] [ ( ; ) ( )] ( ) ( )

( ; )
[ ( ;

n

n m
r k

n q q q r r r k

k r k

l m
i k i

i i i i i k r r

i k i i k

m
r k r

r n r

k r r k

p
s t t t L t t

t t

t q
q t L q t q t

q t

t q
L q

q t


  

 


  







    

     



 



 


 

 

   



     




 



 

 

 1) ( )] ,r kt  

 

სადაც 

 0
0 0 0 0

0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

i
i k i i k i i i i k i i k

i k i i k

t q
t q p t t t p t

t t t
       

  

   



      

1
0

0

1
( ) ln ;i o

i

i

t
t

i t









 
 




0

1 0

( ) ,
m

i j

i

j i j

p
t

t t













  

1

( )1

( ) ( )
in in

i
i k

i k i i k

t dtt a
p

i t b t t t




   



 





   

   0 11,2,3,... 1, 1,...   ,r ri r r l t q q      

( 1,2,... ;   =1,2,...n;  k=1,2,...,m)i kt i l  კვანძითი წერტილებია
1i iq q L   

რკალზე. 

(3.1.7)  ფორმულაში  L მრუდთანახლოწერტილისთვის z x iy  ვიყენებთმ. 

კუბლაშვილისმიერაგებულმაღალირიგისსიზუსტისკვადრატურულფორმუ

ლას: 

1

0

1 0

1 ( ) ( )
2 ( ; ) 2 ( ; ; ) ,

n
n n k k

v v k

k kL

t a t L
iL t i P t z

t b t z

 


 

  
 

 


  

 
   

 
 (1.1.8) 

სადაც 

1 2

2

0 0

2

1 ( ) ( ) ( ) ( )
( , , ) ( ) ;

2 2 ( )

k k
k

z t t a l t dt z t t a l t dt
P p t z p p

i t b t z i t b t z
   

 
 

   
 

 

   
    

    
 

დანარჩენიzწერტილებისთვის გამოვიყენოთ ჩვეულებრივი 

კვადრატურული ფორმულა  
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1

1 0

1 ( ) ( )
2

n
n n k k

k

k kL

t a t L
i P

t b t z z

 


 

  

 


  

 
  

  
 .  (3.1.9) 

მაგალითისთვის, 

Lკონტურისროლშიმივიღოთგრაფიკულადფორმულირებულიმრუდი 

(ნახ.2), ხოლომარჯვენამხარედ ( ) Re( ) Im( )f t t t 

დაგამოვთვალოთდირიხლესამოცანისმიახლოებითიამოხსნაკონტურისდაყ

ოფათაn-ისსხვადასხვამნიშვნელობისთვის. შედეგებიწარმოდგენილია (3.2.3) 

ცხრილებში: 

 

 

 

ნახ. 4. გრაფიკულადფორმულირებულიმრუდი 

 

 

ალგორითმისბლოკ–სქემა 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

დასაწყისი 

საწყისი მონაცემების 

შეტანა 

დირიხლეს ამოცანის მიყვანა 

სინგულარულ ინტეგრალურ  

განტოლებებამდე 

სინგულარულ ინტეგრალურ  

განტოლებათა მიყვანა 

განტოლებათა სისტემამდე 

წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა 
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პროგრამადავწერეთMathematica-ში. აღსანიშნავიარომ, 

როცასაქმეგვაქვსისეთარეებთან, 

რომელშიაცკონტურიმოცემულიამხოლოდგრაფიკულად, 

არსებითიმნიშვნელობააქვსშეფასდესამონახსნისნაზრდი,  

რომელიცმიიღებაკონტურისმიახლოებითიშეცვლით. 

ანალოგიურისაკითხებიდაგარკვეულიშედეგებიამმიმართულებაშიპირველა

დმიიღოლავრენტევმა, მოგვიანებითსხვაავტორებმა. 

n=10         ცხრილი8  

Z  ( , )U x y  ( , )nU x y  ( , ) ( , )n nR U x y U x y   

0.005i 155.84648 10  0.00359624  0.00359624  

2 0.005i   1.  0.866977  0.133003  

n=50         ცხრილი9 

შესაბამისი პროგრამის დაწერა 

Mathematica 4-ში 

მიღებული მნიშვნელობების 

გამოტანა და ანალიზი 
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Z  ( , )U x y  ( , )nU x y  ( , ) ( , )n nR U x y U x y   

 

   

0.005i 155.84648 10  0.00469624  0.0046966     

2 0.005i   1.  0.93816  0.061804     

n=100 ცხრილი10 

Z  ( , )U x y  ( , )nU x y  ( , ) ( , )n nR U x y U x y   

 

   

0.005i 155.84648 10  0.00959009  0.009004     

2 0.005i   1.  0.95221  0.04779493    

 

დირიხლესამოცანისზუსტიამოხსნააღნიშნულია ),( yxU -ით, 

ხოლოშესაბამისიმიახლოებითიამოხსნა - ),( yxU n . 

ჩვენსშემთხვევაშიარისსაზღვარიმოცემულიაარაზუსტად, 

არამედგრაფიკულად (კონტურისწერტილებისკოორდინატებით). 

ასეთიამოცანებისმიახლოებითიამოხსნებისდროსკარგადჩანსსინგულარულ

იინტეგრალებისაპროქსიმაციისეფექტურობა, 

რომასეთნაირადაგებულსქემებშისაჭიროამხოლოდკვანძითიწერტილებისც

ოდნა. 

 

§3.2. დირიხლეს სახეშეცვლილი ამოცანის რიცხვითი ამოხსნის 

შესახებგახსნილი კონტურების შემთხვევაში 

როგორც ცნობილია, ბზარების, გრეხის, კონფორმულად გადამსახავი 

ფუნქციის პოვნის ამოცანა (ამ უკანასკნელზე, თავის მხრივ, მიიყვანება 

მრავალი გამოყენებითი ტიპის ამოცანები, რომელიც ფორმულირდება 

შემდეგი სახით): 

ვთქვათ, L- აღნიშნავს გლუვ მარტივ, ლიპონოვის გახსნილ წირს. 

ავღნიშნოთ D-თი სიბრტყე, რომელიც გაჭრილია L-ის გასწვრივ. ამოცანა 
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მდგომარეობს შემდეგში: უნდა ვიპოვოთ D-არეში ისეთი უსასრულობაში 

ქრობადი     ჰოლომორფული ფუნქცია, რომელიც უწყვეტად 

გაგრძელებადია მარცხნიდან და მარჯვნიდან L- წირის გასწვრივ, გარდა a 

და b ბოლოებისა, სადაც ის აკმაყოფილებს შემდეგ პირობას 

       
    

      
                                 (3.2.1) 

c  ემთხვევა a-ს ან  b-ს, შემდეგი სასაზღვრო პირობით 

                                                        (3.2.2) 

სადაც        -ზე მოცემული ნამდვილი უწყვეტი ფუნქციაა, ხოლო  d  

განისაზღვრება ამოცანის ამოხსნის პროცესში. 

დავუშვათ 

                    
 

 
 

       

    

                             

ვეძებოთ ამონახსნი შემდეგი სახით 

         
 

 
 

       

     
                            (3.2.3) 

სადაც       საძებნი ნამდვილი ფუნქციაა. მაშინ   ფუნქციის მოძებნის 

ამოცანა მიიყვანება შემდეგი სახის სინგულარულ ინტეგრალურ 

განტოლებაზე 

  
 

 
 

       

    
 

 

 
    

                     (3.2.4) 

(s-არის L  წირის რკალური აბცისა). ამასთან L  კონტურზე დადებით 

მიმართულებად იგულისხმება L -ზე გადაადგილება s-პარამეტრის ზრდის 

მიხედვით. 

როგორც ცნობილია (3.2.4) განტოლება ცალსახად ამოხსნადია და თუ      

არის მისი ამოხსნა, მაშინ საძებნი        ამოხსნა მოიცემა (3.2.3) 

ფორმულით, ამასთან, სასაზღვრო პირობაში შემავალი საძებნი მუდმივი 
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(3.2.4) განტოლება შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით 

ანუ 

 

 
 

     

    
   

 

  
      

  

  
   

 

 
                

            (3.2.5) 

სადაც 

            
        

  
         

  

  
 

                                     

  
 

                   

 

 
                   

    
    

სადაც                               L-წირის განტოლებაა,             

ამ გარდაქმნების საფუძველზე, (3.2.5) განტოლება შეიძლება ჩავწეროთ 

შემდეგი სახით: 

 

  
 

       

    
  

            

    
           

    (3. 2.6) 

სადაც, გული 

       

    
                        

        
 

 
                                   

                  
 

  
            

ამასთან, გავითვალისწინოთ, რომ,                       სადაც      არის 

კუთხე L-წირის           წერტილში გამავალ მხებსა და ox ღერძს შორის, 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ           მეორე მხრივ, კონკრეტული, 

პრაქტიკული, გამოყენებითი ტიპის ამოცანებში, ხშირ შემთხვევებში  L 

წირის განტოლების წარმოდგენა რკალური აბსცისის საშუალებით 

რთულია, ამიტომ ასეთ შემთხვევაში        -ის გამოსახულება გარდავქმნათ 
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ისე, რომ ის შეესაბამებოდეს L წირის ჩაწერას ნებისმიერ     

    პარამეტრით. 

როგორც უშუალო გამოთვლები გვიჩვენებს 

                                           
  

  
, 

სადაც, მიღებული აღნიშვნების საფუძველზე,        
  

  
           

  

  
  

გარდა ამისა, იმის გამო, რომ 

            
     

  
 
  

  
 

 

       
                გვაქვს   

  

  
 

            

       
 

და შეიძლება ჩავწეროთ 

        
 

  
 
                        

       
         

            

       
  

ეს უკანასკნელი შეიძლება გარკვეულად შევცვალოთ. შევნიშნოთ (ისევ [2]-

ში მოყვანილი მსჯელობის საფუძველზე), რომ (3.2.6) განტოლებაში 

ამოხსნის თვალსაზრისით        
 

იტეგრალიდან შეიძლება გადავიდეთ 

ინტეგრალზე 

             
  

       

 

საბოლოოდ, ამის გათვალისწინებით, საწყისი ამოცანა მიიყვანება შემდეგი 

სახის პირველი გვარის სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებაზე 

 

 
 

       

    
 

 

  
 

                                

      
 
       

     
         (3.2.7) 

ამ განტოლების (ნამდვილი)     ამოხსნის შემდეგ საძიებელ 

      ჰარმონიულ ფუნქციას ვიპოვით ზემოთ მოყვანილი მსჯელობის 

საფუძველზე, ხოლო d   მუდმივისათვის გვექნება 
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გამოვიყენოთ პირველი გვარის  სინგულარული ინტეგრალური 

განტოლების ამონახსნების ცნობილი წარმოდგენები, II-თავში მოყვანილი 

მსჯერლობები, მაშინ, თუ      ამონახსნს ვეძებთ        
   

   
    სახით, 

სადაც     მაშინ (3.2.7) განტოლება მიიღებს სახეს: 

 

 
             

      

    
 

 

  
  

   

   
                    

   (3.2.8) 

        
                     

    
 

 

     
 

როგორც ცნობილია, ამ განტოლებას აქვს   H  კლასის ერთადერთი 

ამონახსნი. 

როცა ამონახსნს ვეძებთ         
    

            
   სახით, მაშინ (3.2.7) 

განტოლებას ექნება სახე: 

 

 
 

      

                 
 

 

  
 

              

           
         

   (3.2.9) 

ასეთ შემთხვევაში (3.2.9) განტოლების ცალსახად ამოხსნისათვის, ამონახსნი 

უნდა აკმაყოფილებდეს დამატებით პირობას 

 
      

           
   

 

 

სადაც C რაიმე მუდმივია. 

ბოლოს, როცა ამონახსნს ვეძებთ                      სახით, (3.2.7) 

განტოლებას ექნება სახე: 

 

 
            

      

    
 

 

  
                                  

   (2.10) 

(3.2.10) განტოლებას, რომ ჰქონდეს ამონახსნი უნდა სრულდებოდეს 

დამატებითი პირობა,  
      

             
   ამ დროს მას ექნება ერთადერთი 

ამონახსნი [1]. (3.2.7), (3.2.9), (3.2.10) განტოლების რიცხვით ამონახსნებზე 
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ჩვენ აქ აღარ შევჩერდებით, რადგან ეს საკითხი ჩვენ დაწვრილებით 

განვიხილეთ  II  თავში. 

გამოვიყენoთ ზემოთ მოყვანილ განტოლებებზე II თავში ინტეგრალური 

განტოლებების მიახლოებითი ამოხსნის სქემები, მას შემდეგ რაც შესაბამისი 

მიახლოებითი სისტემიდან ვიპოვით     
 

   
 -ს მნიშვნელობებს, ამოცანის 

მიახლოებით ამონახსნად მივიღოთ 

          
 

 
     

     

   
             

  

 

სადაც      -წარმოადგენს        
 

-ის მნიშვნელობებზე აგებულ ლაგრანჟის 

საინტერპოლაციო მრავალწევრს, ხოლო                   წონითი 

ფუნქციაა.    და   ღებულობს მნიშვნელობას იმის შესაბამისად, რომელი 

განტოლების ამონახსნს ვიხილავთ. კერძოდ, (2.8) განტოლებისათვის   

  
 

 
    

 

 
   (3.2.9) განტოლების შემთხვევაში         

 

 
     ხოლო 

(3.2.10)  

განტოლებაში 1/ 2   ; (2.11)-ფორმულით მივიღებთ ამოხსნის 

მიახლოებით ( , )nU x y  მნიშვნელობას D L  არეში, ამასთან, საჭიროა 

განისაზღვროს d  მუდმივის მიახლოებითი მნიშვნელობა 

/

1 ( )
( )

( )

n
n

L

t
d d t

t s




  . 

აქ  ( , )nU x y არის დირიხლეს სახეცვლილი ამოცანის ამოხსნა. თვითონ 

დირიხლეს ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნა იქნება  ( , )n nU x y d . 

(3.2.11) ფორმულაში L -წირის მიახლოებითი z x iy  წერტილებისათვის 

გამოვიყენოთწინა თავში აგებული მიახლოებითი ფორმულა. 

1

0 0

1 0

1 ( ) ( )
( ) 2 ( ; ) 2 ( ; ; ) ,

n
n n k k

v v k

k kL

t dt L
t iL t i P t z

t z z

 


 

  
  

 


  


   

 
  
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სადაც 
0( ; ; )kP t z   კოეფიციენტები განისაზღვრება წინა პარაგრაფის 

შესაბამისად. დანარჩენი z  წერტილებისათვის გამოვიყენოთ ჩვეულებრივი 

კვადრატული ფორმულები 

1

1 0

1 ( ) ( )
( ) 2 ,

n
n n k k

k

k kL

t dt L
t i P

t z z

 


 

  


 


  


 

 
  

ქვემოთ მოყვანილია დირიხლეს სახეცვლილი ამოცანის რიცხვითი 

ამოხსნის ცხრილები, როცა  1; 1L     ნამდვილი ღერძის მონაკვეთია, 

ხოლო ( ) ( ( )) Re( )f t f t s t t   . 

( , )U x y  და ( , )nU x y -ით აღნიშნულია შესაბამისიამოცანის შესაბამისად 

ზუსტი და მიახლოებითი ამონახსნები. z  წერტილი აღებულია კონტურის 

ბოლოების მცირე მახლობელ მიდამოდან. 

n=10         cxrili 11 

Z  ( , )U x y  ( , )nU x y  ( , ) ( , )n nR U x y U x y   

1+0.005 36.2402  36.981  0.641 

1 0.005   0.005  0.02525  0.02025  

 

n=50         cxrili 12 

Z  ( , )U x y  ( , )nU x y  ( , ) ( , )n nR U x y U x y   

1+0.005 36.2402  36.7524  0.5102  

1 0.005   0.005  0.007468  0.002468  

 

n=100         cxrili 13 
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Z  ( , )U x y  ( , )nU x y  ( , ) ( , )n nR U x y U x y   

1+0.005 36.2402  36.2961  0.0.0459  

1 0.005   0.005  0.005078  0.000078  

 

n=10         cxrili 14 

Z  ( , )U x y  ( , )nU x y  ( , ) ( , )n nR U x y U x y   

1 0.005i   0.0000  0.0202361 0.0202361 

1 0.005i  2  2.01375  0.01375  

 

n=50         cxrili 15 

Z  ( , )U x y  ( , )nU x y  ( , ) ( , )n nR U x y U x y   

1 0.005i   0.0000  0.00427  0.00427  

1 0.005i  2  2.00215  0.00215  

 

 

n=100         cxrili 16 

Z  ( , )U x y  ( , )nU x y  ( , ) ( , )n nR U x y U x y   

1 0.005i   0.0000  0.00155  0.00155  

1 0.005i  2  2.00052  0.00052  

 



108 
 

მოცემული ცხრილების მისაღებად ჯერ უნდა ამოიხსნას შესაბამისი (3.2.7) 

ინტეგრალური განტოლება, შემდეგ ამ ამონახსნების  
1

( )
n

n j j
 


 

საშუალებით ვაგებთ ( )n t  საინტერპოლაციო მრავალწევრს და (3.2.11) 

ფორმულით ვპოულობთ  ( , )nU x y  მიახლოებით ამონახსნს. 

მიუხედავად რამდენიმეჯერ ჩატარებული მიახლოებითი პროცესისა, უკვე 

100n   წერტილისათვის მიიღწევა საკმარისად მაღალი, 310  რიგის 

სიზუსტე. ეს უკანასკნელი ადასტურებს, რომ ჩვენს მიერ აგებული 

მიახლოებითი გამოთვლის ალგორითმი მდგრადია. დამრგვალების 

ცდომილება არსებით გავლენას ვერ ახდენს კრებადობის პროცესზე.  

 

 

§3.3. დირიხლეს ამოცანის რიცხვითი ამოხსნის შესახებ არეებისათვის, 

რომელთა საზღვრის წირებს არ აქვთ მაღალი რიგის სიმრუდე  

წინამდებარე ნაშრომში გაუმჯობესებულია [1]-ში მოყვანილი კონკრეტული 

ამოცანის რიცხვითი ამოხსნის ალგორითმი. 

[1]-ის შესაბამისად განვიხილოთ სასრული არე abL  საზღვრით, რომელიც 

შედგება ,3xy  01  x , 0y ,  10  x და გარკვეული (გრაფიკულად 

მოცემული) გლუვი რკალისაგან, რომელიც გლუვად ეხება აღნიშნულ წირს 

,1 iT  itt 0 წერტილებში (და მთლიანად განლაგებულია     

ნახევარსიბრტყეში (ნახაზი). 
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(ნახ.-5) 

ამ შემთხვევაში L-ის მეორე რიგის წარმოებული t=0  წერტილში განიცდის 

წყვეტას. ამოცანა მდგომარეობს შემდეგში: 

უნდა ვიპოვოთ ისეთი (ნამდვილი) U(x,y) ფუნქცია, რომელიც 

ჰარმონიულია L-ით შემოსაზღვრულ D+ არეში, უწყვეტია D++L-ზე და 

აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას 

)(),( tfyxU
L
            (3. 3.1) 

სადაც )(tf  ჰელდერის კლასის მოცემული ფუნქციაა )).(( LHf   

[2]-ის შესაბამისად დავუშვათ 

 


L
zt

dtt

i
zyxiVyxU

)(1
)(),(),(




                                       (3. 3.2) 

სადაც      საძებნი ნამდვილი ფუნქციაა H კლასიდან. 

გადავიდეთ (3.3.2)-ში ზღვარზე, როდესაც 0tz  )( 0 Lt  , პლემელი-

სოხოცკის ფორმულით, მივიღებთ შემდეგ სასაზღვრო განტოლებას: 

)(
)(1

Re)( 0

0

0 tf
tt

dtt

i
t

L




 



                   (3.3.3) 

ამ განტოლების ამოსახსნელად გამოვიყენოთ [1]-ში აგებული ალგორითმი, 

რომლის საშუალებითაც (3.3.3) განტოლება მიიყვანება წრფივ ალგებრულ 

განტოლებათა სისტემაზე  jn  ( )3,...,1,0;1,...,1,0(  jn უცნობების 

მიმართ.

)3,2,1,0;1,...,2,1,0(

)()}}()()(
2

)(
2

)(
1122

1{
1

Re{)(

3

0

*
2

0
22

*1

0

2

0
22

*
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0

2

0
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0
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0

*

22

*

22

*


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
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
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




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


































  










 




 







jn

gdP
PP

P
PP

jk

jk
k

njkjkn
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k kj

j
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n

k
k ki

k
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n

k
jk

k
jk

k kkjkj

k
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k

j

jjn
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k
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
































 






 

















(3.3.4) 
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სადაც  

























3,10,03,10

_______

30,1

_______
*

*

     ;1

3.2,1;1,0   ;

3.2,1;1,0               ;

nnn PPPPn

knPP

knP

P

k

k












 

)()(   ),()( 22

jjjj
fg jjjj 
    

მას შემდეგ, რაც შესაბამისი (3.3.4) მიახლოებითი სისტემიდან ვიპოვით

  )3,...,1,0    ;1,...,1,0(   )(  jnjn     მნიშვნელობებს და გავითვალისწინეთ 

გარდაქმნას t  (იხ. [1]), ამოცანის მიახლოებით ამონახსნად მივიღოთ 



































  

0 00 )(

)(1)(11
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)(2
Re

)(1
Re),(

22

L L

nn

L

n

L

n
n

z

d

iz

dt

izz

d

izt

dtt

i
yxU



















(3.3.5) 

სადაც )( n  წარმოადგენს (3.3.4) სისტემის ამონახსნებზე აგებულ 

ლაგრანჟის საინტერპოლაციო მრავალწევრს (3.3.5) ინტეგრალი 

მიახლოებით გამოვთვალოთ შემდეგნაირად:  

ვთქვათ, L0 წირის პარამეტრული განტოლება )0(    )( ess  . [3]-ის 

ანალოგიურად ნებისმიერი ნატურალური ნ-სთვის ],0[ e  შუალედი დავყოთ 

n-ტოლ ნაწილად წერტილებით n)0,1,2,...,(     
n

e
S და აღვნიშნოთ 

)(   St  . 

ვთქვათ, )()()()();( 101000    tltlL nn  ლაგრანჟის წრფივი 
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დისერტაციაში გამოყენებული პროგრამების 

დანართი 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

fesvTagancalebisprograma 

 

damxmarefunqciebi 

r=4; 

gantolebebi 

R1=2 (t0[1]-t0[2])(t0[1]-t0[3])(t0[1]-t0[4]); 

R2=2 (t0[2]-t0[1])(t0[2]-t0[3])(t0[2]-t0[4]); 

R3=2 (t0[3]-t0[1])(t0[3]-t0[2])(t0[3]-t0[4]); 

R4=2 (t0[4]-t0[1])(t0[4]-t0[2])(t0[4]-t0[3]); 

A1= //Expand; 

A2= //Expand; 

A3= //Expand; 

A4= //Expand; 
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 badis ageba (aagebs n  -ganzomilebian bades) 

redukcja=#1#2&; 

SiatkaX[ls_,leftPoints_,NN_,k_]:=Module[{xx,n,x}, 

  n=Length[ls]; 

   xx=leftPoints; 

  If[(n-k)<0,Return[]];x=(ls[[k,2]]-ls[[k,1]])/NN; 

  Do[ 

         xx[[k]]=leftPoints[[k]]+i x; 

         If[(k>1)&&(i0 ),, X0=Append[X0,xx]]; 

          SiatkaX[ls,xx,NN,k+1]; 

   ,{i,1,NN-1}] 

  ] 

 aamorCeva. amoiCeva is wertilebi (aseve funqciis mniSvnelobebi), 

romelTaSic funqciis mniSvnelobebi naklebia winaswar mocemul efsilonze 

amorCeva[_,x_,_]:=Module[{n,y,xx}, 

  y={};  xx={}; 

  n=Length[x];  m=Length[x[[1]]];  

  x0=Table[t0[k],{k,m}]; 

  Do[ 

         f0=/.Thread[redukcja[x0,x[[k]]]]; 

   If[f0 , xx=Append[xx,x[[k]]];y=Append[y,f0]] 

   ,{k,n}]; 

  {xx,y} 

  ] 

 aamorCeva. amoiCeva is wertilebi (mxolod wertilebi), romelTaSic funqciis 

mniSvnelobebi naklebia winaswar mocemul efsilonze 

amorCeva2[_,x_,_]:=Module[{n,y,xx}, 

  xx={}; 

  n=Length[x];  m=Length[x[[1]]];  

  x0=Table[t0[k],{k,m}]; 

  Do[ 

         f0=/.Thread[redukcja[x0,x[[k]]]]; 

   If[f0 , xx=Append[xx,x[[k]]]]; 

   ,{k,n}]; 

  xx 

  ] 

axali funqciebi 
 es funqcia aagebs bades da am badidan amoirCevs iseT wertilebs, romelTa 

mniSvneloba naklebia efsilonze. 

bade[_,n_,_]:=Module[{x,xx,k,x0,y,f0}, 

x=1/n//N; k=1;xx={}; y={}; 

  x0=Table[t0[k],{k,r}]; 

  Do[ 

     f0=;If[f0<,y=Append[y,f0];xx=Append[xx, x0]] 

   ,{t0[1],x,1-x,x},{t0[2],t0[1]+x,1-x,x},{t0[3],t0[2]+x,1-

x,x},{t0[4],t0[3]+x,1-x,x}]; 

  {xx,y} 

  ] 
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 es funqcia aagebs bades iseve rogorc wina. im gansxvavebiT, rom ar 

gamoTvlis badeze funqciis mniSvnelobebs. 

bade2[_,n_,_]:=Module[{x,xx,k,x0,f0}, 

x=1/n//N; k=1;xx={}; 

  x0=Table[t0[k],{k,r}]; 

  Do[ 

     f0=;If[f0<,xx=Append[xx, x0]] 

   ,{t0[1],x,1-x,x},{t0[2],t0[1]+x,1-x,x},{t0[3],t0[2]+x,1-

x,x},{t0[4],t0[3]+x,1-x,x}]; 

  xx 

  ] 

 es funqcia aagebs qvebades da am qvebadidan amoirCevs iseT wertilebs, 

romelTa mniSvneloba naklebia efsilonze.   

qvebadis SerCeva xdeba Semdegnairad: aiReba wertili, romelSic funqciis 

deskretuli mniSvneloba minimaluria da aviRebT am wertilis  x  midamo. es 

midamo   

       {x1-x, x1+x},  {x2-x, x2+x},..., {xk-x, xk+x} 

 daiyofa   baded, ai ase:  

subSet[_,n_,_,x_,x_]:=Module[{,k,xx,x0,f0}, 

=(2 x)/n//N; k=1;xx={}; 

  x11=x[[1]]-x;If[x11<0,x11=0]; 

  x12=x[[1]]+x; 

  x21=x[[2]]-x; 

  x22=x[[2]]+x; 

  x31=x[[3]]-x; 

  x32=x[[3]]+x; 

  x41=x[[4]]-x; 

  x42=x[[4]]+x; 

  If[x42> 1,x42=1]; 

  x0=Table[t0[k],{k,r}]; 

  Do[ 

     f0=;If[f0<,xx=Append[xx, x0]] 

   ,{t0[1],x11,x12,},{t0[2],x21,x22,},{t0[3],x31,x32,},{t0[4],x41,x42,}]; 

  xx 

  ] 

 klasterizacia 

klasterizacja[x_,y_,_]:=Module[{xx,x0,xMas,i0,yy,masMas}, 

   xx=x;  yy=y;   masMas={}; 

   While[xx{}, 

    i0=minimalElementIndex[yy]; 

    x0=xx[[i0]];  xMas={}; 

    xx=Delete[xx,i0]; 

    yy=Delete[yy,i0]; 

    xMas=Append[xMas,x0]; 

    While[(ind=Search2[xx,x0,];ind>0), 

     xMas=Append[xMas,xx[[ind]]]; 

     xx=Delete[xx,ind]; 

     yy=Delete[yy,ind]; 

     ]; 
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    masMas=Append[masMas,xMas]; 

    ]; 

   masMas 

   ]; 

minimalElementIndex[y_]:=Module[{a0}, 

  a0=Min[y]; 

  Position[y,a0]//Flatten//First 

  ] 

b 

Search[xMas_,x_,_]:=Module[{ind}, 

   ind=-1;Do[If[

<,ind=i;Break[]],{i,Length[xMas]}];ind 

   ]; 

Search2[xMas_,x_,_]:=Module[{ind,m,n}, 

  n=Length[xMas];m=Length[x]; 

  ind=-1; 

  Do[ 

 a= ; 

 If[a1,ind=i;Break[]] 

   ,{i,n}]; 

  ind 

  ] 

 simZimis centri 

Centro[_,x_]:=Module[{n,m,fmax,fmin,y}, 

  n=Length[x];m=Length[x[[1]]];  

  y=[,x]; fmax=Max[y];  

  Table[ / ,{i,m}]] 

 klasteris qvesimravleze funqcionalis mniSvnelobebis gamoTvla 

[_,x_]:=Module[{n,y,m,f0}, 

  y={};  

  n=Length[x];  m=Length[x[[1]]];  

  x0=Table[t0[k],{k,m}]; 

  Do[ 

         f0=/.Thread[redukcja[x0,x[[k]]]]; 

   y=Append[y,f0]; 

   ,{k,n}]; 

  y 

  ] 

klasteridan erT da or elementiani jgufebis gadayra 

gadayra[x_]:=Module[{xx,n}, 

  xx=x; n=Length[x]; 

  z={}; 

  Do[ 

   If[Length[xx[[k]]]>3, z=Append[z,xx[[k]]]]; 

   ,{k,n}]; 

  z 

  ] 

Apply Plus, x xMas i
2

k 1

m

If Abs x k xMas i, k , 1, 0

k 1
n x k, i fmax y k 41

k 1
n fmax y k 41
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gantolebaTa sistemebi 
eq={A1-R10,A2+R20,A3-R30,A4+R40}; 

=(A1-R1)
2
+(A2+R2)

2
+(A3-R3)

2
+(A4+R4)

2
; 

gamoTvlebi 

damxmare gamoTvlebi 
=1/(5 10

5
); 

sol2=bade2[,120,]//Timing; 

{sol2[[1]],sol2[[2]]//Length} 

{813.594 Second,441} 

sol2>> "solution" 

y=[,sol2[[2]]]; 

{Min[y],Max[y],y//Length} 

{1.26893Ч10
-7

,1.99733Ч10
-6

,441} 

sol2[[2]]//Sort//MatrixForm 

  {0.3333333333333333`, 0.44166666666666665`, 0.625`, 

0.6416666666666666`}, 

  {0.3333333333333333`, 0.4499999999999999`, 0.6000000000037267`, 

0.6083333333370599`}, 

  {0.42500216826189496`, 0.45016101895750504`, 0.46619871399104595`, 

0.47500012470908287`}, 

  {0.3416666666666667`, 0.49166666666667036`, 0.5333332686597587`, 

0.5499999999999998`}, 

  {0.3416666484939132`, 0.4583333333333333`, 0.575000000000001`, 

0.5833333333333343`}, 

  {0.3499999999999999`, 0.4416666666666667`, 0.7416669651979325`, 

0.7666669651979325`}, 

    {0.3416666666666667`, 0.4415164508142534`, 0.6834886845393566`, 

0.7083384686869434`}, 

  {0.34166666666666673`, 0.4416666666666667`, 0.6632890056767596`, 

0.6799556723434262`}, 

}_) 

rezult=Table[sol=FindRoot[eq,MapThread[{#1,#2}&,{tt,centrebi[[k]]}],Worki

ngPrecision50],{k,Length[centrebi]}]; 

{rezult[[1]],rezult[[2]],rezult[[4]],rezult[[17]]}//MatrixForm 

(_{ 

  {t0[1]0.32503537910099493464624139648387133338844457513502, 

t0[2]0.40821735939635152005608404360551144869208484929146, 

t0[3]0.62402674528462708834965662759196843594442101832029, 

t0[4]0.62402674528462708834965662759196843594442101832029}, 

  {t0[1]0.34621633763864455599577235672639357873354637716981, 

t0[2]0.51098474048019049566459151494361690140454094773332, 

t0[3]0.51098474048019049566459151494361690140454094773332, 

t0[4]0.51098474048019049566459151494361690140454094773332}, 

  {t0[1]0.45390737912145485548765328122849337216896714380947, 

t0[2]0.45390737912145485548765328122849337216896714380947, 

t0[3]0.45390737912145485548765328122849337216896714380947, 

t0[4]0.45390737912145485548765328122849337216896714380947}, 
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  {t0[1]0.16582609343052468857858807380728543757925016749750, 

t0[2]0.16582609343052468857858807380728543757925016749750, 

t0[3]0.76750723990280864475474525952604789575408316583584, 

t0[4]0.76750723990280864475474525952604789575408316583584} 

 }_) 

rezult[[1]] 

{t0[1]0.32503537910099493464624139648387133338844457513502,t0[2]

0.40821735939635152005608404360551144869208484929146,t0[3]0.62

402674528462708834965662759196843594442101832029,t0[4]0.6240267

4528462708834965662759196843594442101832029} 

eq/.rezult[[1]] 

{True,True,True,True} 

/.rezult[[1]] 

0.Ч10
-100

 

meoreBade=Table[subSet[,10,0.14,centrebi[[k]],0.01],{k,Length[centrebi]}]; 

xy=meoreBade; 

xy=Delete[xy,1]; 

{Table[xy[[k]]//Length,{k,Length[xy]}],Length[xy]} 

{{16069,42268,178903,48118},4} 

{yy//Length,centrebi//Length} 

{99753,26} 

centrebi2=Table[Centro[,xy[[k]]],{k,Length[xy]}]; 

centrebi2//MatrixForm 

mesameBade=Table[subSet[,8,0.135,centrebi2[[k]],0.002],{k,Length[centre

bi2]}]; 

Table[mesameBade[[k]]//Length,{k,Length[mesameBade]}] 

{0,0,0,0} 

 

წონიანი კოშის  ტიპის ინტეგრალის მიახლოებითი გამოთვლის პროგრამა 

მაღალი რიგის სიზუსტის კვადრატურული ფორმულებით 
 

 

 

n=5 

L:Do[=-1+2(-1)/n,{,1,n}] 

n+1=1 

5 

L:Null 

1 

x=1 

a=-1 

b=1 

z=1+0.005I 

t0=1 

=n 

1 

-1 
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1 

1+0.005  

1 

5 

[t_]:=Re[t]+Im[ t] 

L:    l[_,0_,t_]:=(t-+1)/(-+1) 

            l[_,1_,t_]:=(t-)/(+1-) 

            L[_,_,t_]:= l[,0,t][]+l[,1,t][+1] 

[z_,a_,b_]:=  

 

F[_,z_,a_,b_]:=(1/(*I [z,a,b]))  

F[,z,a,b] 

-3.60173+3.46915  

L: 

 Do[p[_,k_,x_,z_]:=(1/(*I)) ,{, 

1,n},{k,0,1}] 

N[(1/(*I [z,a,b])) ]L[,,t0]+(1/[z,a,b])(

+p[,0,1,z]([]-L[,,t0])/(-

z)+p[,1,1,z]([+1]-L[,,t0])/(+1-z)+p[-1,1,1,z]([]-L[,,t0])/(-z)+p[-

1,0,1,z]([-1]-[t0])/(-1-z)) 

L:Null 

-3.8148+3.66829  

 

x=-1a=-1b=1z=-1+0.005It0=-1=1 

 

-1 

-1 

1 

-1+0.005  

-1 

1 

-1-0.005`  

-1-0.005  

N[(1/(*I [z,a,b])) ]L[,,t0]+(1/[z,a,b])(

+p[,0,-1,z]([]-L[,,t0])/(-

z)+p[,1,-1,z]([+1]-L[,,t0])/(+1-z)+p[+1,0,-1,z]([+1]-L[,,t0])/(+1-

z)+p[+1,1,-1,z]([+2]-[t0])/(+2-z)) 

3.8148_+3.66829  
 

 

z a b z

a

b

t t, a, b t z t

1
t x t, a, b l , k, t t z t

a

b

t, a, b t z t

1

n 2

k 0

1

p , k, x, z k t0 k z

a

b

t, a, b t z t

3

n

k 0

1

p , k, x, z k t0 k z
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წონიანი სინგულარული ინტეგრალების  რიცხვითი გამოთვლის პროგრამა 

მომატებული რიგის სიზუსტის დისკრეტულ განსაკუთრებულობათა 

მეთოდის ალგორითმით 
n=50 

50 

Do[=-1+2(-1)/n,{,1,n}] 

n+1=1 

1 

Do[tj=(j+j+1)/2,{j,1,n}] 

Do[p=(1/) ,{,1,n}] 

Do[p1=(1/) ,{,1,n}] 

[t_,_]:=1/(t-) 

Table[N[p1[1,tj]+ +p1n-1[n,tj]],{j,1,n}] 

{0.90243,0.906759,0.904852,0.902803,0.900654,0.898405,0.896052,0.893586,0.891

001,0.888287,0.885434,0.882431,0.879267,0.875927,0.872398,0.868661,0.8647,0.86

1
1 t 1 t 1 t 1 t

1
1 t 1 t t 1 t

1

n 2

p 1 p1 1, tj
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0492,0.856013,0.851238,0.846134,0.840668,0.8348,0.828482,0.821661,0.814276,0.8

06252,0.797503,0.787925,0.777397,0.765767,0.752855,0.738435,0.722225,0.703872

,0.682918,0.658768,0.63063,0.597423,0.55764,0.509104,0.448557,0.370887,0.26757

4,0.123256,-0.0929981,-0.454816,-1.1978,-3.98369,-5.10961} 

 

 

 

0.8944249448975945`,0.8981801941286907`,0.8858761703921558`,0.87007133516

51848`,0.8493893293042534`,0.821550494557864`,0.7836066386170597`,0.739978

8621184216`,0.9339968878499644`} 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

პროფილის გარსდენის ამოცანა 
n=5 

u[x_,y_]:=(y^2+6y+4x y+2x-x^2+4)/(x+y+2)^3 

u2[x_,y_]:=  

u1[x_,y_]:=(/l)*((y-x)*u2[x,y]-l/)/(y-x) 

 

s1[_,j_,n_,m_]:= +

; 

s2[_,j_,m_]:= + ; 

s3[_,j_,m_]:=pp[,j] ( + ); 

k

1 2
y x

y x ^2 k l ^2

1

1

k 1

m 1

pp , k ,j ,k

1

n

k 1

m 1

pp , k ,j ,k

k 1

j 1

pp , k ,j ,k

k j 1

m 1

pp , k ,j ,k

k 1

j 1

dd , j, k, m

k j 1

m

dd , j, k, m
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s4[_,j_]:=pp[,j]u1[,j,,j]; 

s5[_,j_,m_]:=

+

; 

s6[_,j_,m_]:=( +

) 

s7[_,j_,n_,m_]:=

+

; 
 

 

       

    

Do[=-1+2(-1)/n,{,1,n}] 

Table[ ,{,1,n}] 

{-1,-(3/5),-(1/5),1/5,3/5} 

m=4 

4 

 

Do[xk=(k-1)/(m-1),{k,1,m}] 

Table[xk,{k,1,m}] 

{0,1/3,2/3,1} 

h=2/n 

2/5 

Do[,k=+h xk,{,1,n},{k,1,m}] 

Table[N[,k],{,1,n},{k,1,m}] 

{{-1.,-0.866667,-0.733333,-0.6},{-0.6,-0.466667,-0.333333,-0.2},{-0.2,-

0.0666667,0.0666667,0.2},{0.2,0.333333,0.466667,0.6},{0.6,0.733333,0.8666

67,1.}} 

[t_,_,m_]:=Product[t-,k,{k,1,m}] 

n+1=1 

Do[p[_,k_]:=(1/( D[[t,,m],t]/.t->,k))Integrate[[t,,m]/(

(t-,k)),{t,,+1}],{,1,n},{k,1,m}] 

1 

Table[N[p[,k]],{,1,n},{k,1,m}] 

{{0.18328,0.239118,0.0874512,0.0399664},{0.029727,0.0844064,0.0630042,

0.0208318},{0.0185239,0.0537195,0.0421604,0.0137846},{0.0123011,0.0357

k 1

j 1

pp , k ,j ,k pp , k u1 ,j, ,k ,k

k j 1

m 1

pp , k ,j ,k pp , k u1 ,j, ,k ,k

k 1

j 1

pp , j dd , j, k, m ,k

k j 1

m

pp , j dd , j, k, m ,k

1

1

k 1

m 1

pp , k ,j ,k pp , k u1 ,j, ,k ,k

1

n

k 1

m 1

pp , k ,j ,k pp , k u1 ,j, ,k ,k

1 t 1 t
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865,0.0267983,0.00862186},{0.00719667,0.0211938,0.00989287,0.00223595

}} 

pp[1,1]=N[p[1,1]] 

pp[n,m]=N[p[n,m]] 

0.18328 

0.00223595 

pp[n-1,m]=N[p[n,1]] 

0.00719667 

Do[pp[,m-1]=pp[,0],{,1,n-1}] 

Do[pp[,k]=p[,k],{,1,n},{k,1,m-1}] 

Do[pp[,1]=p[-1,m]+p[,1],{,2,n-1}] 

Do[pp[-1,m]=pp[,1],{,2,n}] 

Do[pp[n,k]=N[p[n,k]],{k,1,m}] 

 

 

 

Table[N[pp[,k]],{,1,n},{k,1,m}] 

{{0.18328,0.239118,0.0874512,0.0696934},{0.0696934,0.0844064,0.0630042

,0.0393558},{0.0393558,0.0537195,0.0421604,0.0260857},{0.0260857,0.035

7865,0.0267983,0.00719667},{0.00719667,0.0211938,0.00989287,0.0022359

5}} 

 

dd[_,j_,k_,m_]:=(Delete[ ,{{j},{k}}]/.h->)/(Delete[

,{{k}}]/.h->) 

    

dd[1,2,3,4] 

15/2 

 

 

 

lag[f_,x_,m_]:=

 
   

  

Do[Print[N[(1+s1[,j,n,m]+s2[,j,m]-s3[,j,m]+s4[,j])[,j]-

s5[,j,m]+s6[,j,m]-s7[,j,n,m]]2],{,1,n-1},{j,1,m-1}] 

 Do[Print[N[(1+s1[n,j,n,m]+s2[n,j,m]-s3[n,j,m]+s4[n,j])[n,j]-

s5[n,j,m]+s6[n,j,m]-s7[n,j,n,m]]2],{j,1,m}]   

   

Power::infy: Infinite expression 1/0 encountered. 

False 

Power::infy: Infinite expression 1/0 encountered. 

False 

Power::infy: Infinite expression 1/0 encountered. 

General::stop: Further output of Power::infy will be suppressed during this 

calculation. 

i 1

m

,j h ,i

i 1

m

,k h ,i

k 1

m

Product x hi, i, 1, m f hk x hk D Product x hi, i, 1, m , x . x hk
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False 

False 

False 

False 

False 

False 

False 

False 

False 

False 

Power::infy: Infinite expression 1/0 encountered. 

False 

Power::infy: Infinite expression 1/0 encountered. 

False 

Power::infy: Infinite expression 1/0 encountered. 

General::stop: Further output of Power::infy will be suppressed during this 

calculation. 

False 

False 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

NSolve[{3[1,1]+5[1,2]3,7[1,1]+8[1,2]4},{[1,1],[1,2]}] 

{{[1,1]-0.363636,[1,2]0.818182}} 

NSolve[{-4.363240434116095` [-1.`]+5.848514927765674` [-

0.8666666666666667`]-1.7553327166614825` [-

0.7333333333333333`]+0.6185748253330091` [-

0.6`]+0.14543324222344625` [-

0.4666666666666667`]+0.08785806705809689` [-

0.3333333333333333`]+0.04679721959097781` [-

0.2`]+0.05651635455050569` [-

0.06666666666666667`]+0.04029802265059015` 

[0.06666666666666667`]+0.023086586122036883` 

[0.2`]+0.029724680940943337` 

[0.3333333333333333`]+0.021090164253844076` 

[0.4666666666666667`]+0.005402331320441883` 
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[0.6`]+0.015246665320053887` 

[0.7333333333333333`]+0.006842942900556887` 

[0.8666666666666667`]==2, 

  -2.025022465839446` [-1.`]-0.09651832870748861` [-

0.8666666666666667`]+2.4318779231777192` [-0.7333333333333333`]-

0.0481395305896955` [-0.6`]+0.20210942376709495` [-

0.4666666666666667`]+0.11429467255199971` [-

0.3333333333333333`]+0.05827155152861302` [-

0.2`]+0.06813379786079456` [-

0.06666666666666667`]+0.04735146243826407` 

[0.06666666666666667`]+0.02655811108028354` 

[0.2`]+0.03358602542518698` 

[0.3333333333333333`]+0.023466508027629604` 

[0.4666666666666667`]+0.005932113823920398` 

[0.6`]+0.016552189385780725` 

[0.7333333333333333`]+0.007356234942021908` 

[0.8666666666666667`]==2, 

  -0.6227869609200843` [-1.`]-2.4968142714514636` [-

0.8666666666666667`]+2.4816647999466226` [-

0.7333333333333333`]+0.7339743349926515` [-

0.6`]+0.31138200069750954` [-

0.4666666666666667`]+0.15629034285456994` [-

0.3333333333333333`]+0.07451327550077451` [-

0.2`]+0.08335636453702555` [-

0.06666666666666667`]+0.05609918736573235` 

[0.06666666666666667`]+0.030692549876943573` 

[0.2`]+0.03804716908867127` 

[0.3333333333333333`]+0.026149826034791126` 

[0.4666666666666667`]+0.006520111032777229` 

[0.6`]+0.01798265632502894` 

[0.7333333333333333`]+0.007913367684342516` 

[0.8666666666666667`]==2, 

  -0.4946436230497585` [-1.`]-0.933034492530502` [-

0.8666666666666667`]-0.6651117030997664` [-

0.7333333333333333`]+0.7918669359117113` [-

0.6`]+2.1995144505655406` [-0.4666666666666667`]-

0.5466304135866762` [-0.3333333333333333`]+0.27465744497537947` [-

0.2`]+0.10505448051058627` [-

0.06666666666666667`]+0.06767501957728446` 

[0.06666666666666667`]+0.03588528401966831` 

[0.2`]+0.043441101058788574` 

[0.3333333333333333`]+0.029303690611939298` 

[0.4666666666666667`]+0.00719666682350275` 

[0.6`]+0.01960232179407177` 

[0.7333333333333333`]+0.008536587498919683` 

[0.8666666666666667`]==2, 
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  -0.37150585147259624` [-1.`]-0.6230259660145641` [-

0.8666666666666667`]-0.3332693415369052` [-0.7333333333333333`]-

0.7350658845622866` [-0.6`]+1.4992422245013644` [-

0.4666666666666667`]+1.1088360676326385` [-

0.3333333333333333`]+0.04524870654300564` [-

0.2`]+0.13994884771354937` [-

0.06666666666666667`]+0.08434919473664171` 

[0.06666666666666667`]+0.042844852701737504` 

[0.2`]+0.05031546074580114` 

[0.3333333333333333`]+0.03317885543716322` 

[0.4666666666666667`]+0.008005617878304214` 

[0.6`]+0.021499425946793285` 

[0.7333333333333333`]+0.009255149613742847` 

[0.8666666666666667`]==2, 

  -0.2942592776902384` [-1.`]-0.4629124771247091` [-

0.8666666666666667`]-0.22032141119694215` [-0.7333333333333333`]-

0.18131784038560742` [-0.6`]-1.1012154294203977` [-

0.4666666666666667`]+2.3037062003605677` [-

0.3333333333333333`]+0.45681801402711736` [-

0.2`]+0.2081991088363017` [-

0.06666666666666667`]+0.11140763408848331` 

[0.06666666666666667`]+0.05297971008570927` 

[0.2`]+0.059644149362366346` 

[0.3333333333333333`]+0.038185076855602754` 

[0.4666666666666667`]+0.009013923229202758` 

[0.6`]+0.023801484615374152` 

[0.7333333333333333`]+0.010109418979755235` 

[0.8666666666666667`]==2, 

  -0.2402648666956958` [-1.`]-0.3633070189507744` [-

0.8666666666666667`]-0.16236840292646726` [-0.7333333333333333`]-

0.17063053989849403` [-0.6`]-0.3097197548222555` [-

0.4666666666666667`]-0.4659044999296667` [-

0.3333333333333333`]+1.4043526962514106` [-

0.2`]+1.2960543451926276` [-0.06666666666666667`]-

0.27807410853193415` [0.06666666666666667`]+0.16795116395003445` 

[0.2`]+0.07335895233584815` 

[0.3333333333333333`]+0.04505023212530538` 

[0.4666666666666667`]+0.010331085766465993` 

[0.6`]+0.026703924123529843` 

[0.7333333333333333`]+0.011158091411109534` 

[0.8666666666666667`]==2, 

  -0.19992032294081988` [-1.`]-0.29451528283929485` [-

0.8666666666666667`]-0.12665584259463614` [-0.7333333333333333`]-

0.12505698367983725` [-0.6`]-0.20213824489141063` [-

0.4666666666666667`]-0.22834776024807388` [-0.3333333333333333`]-

0.4238600678520946` [-0.2`]+1.7048772831806063` [-

0.06666666666666667`]+0.7261263045607043` 
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[0.06666666666666667`]+0.03523437406390334` 

[0.2`]+0.09594662232455065` 

[0.3333333333333333`]+0.055218917578975825` 

[0.4666666666666667`]+0.012151977142353186` 

[0.6`]+0.03052745564128345` 

[0.7333333333333333`]+0.0124916092141425` 

[0.8666666666666667`]==2, 

  -0.16846614548104183` [-1.`]-0.24383599807504122` [-

0.8666666666666667`]-0.1022643852877747` [-0.7333333333333333`]-

0.09720986542574599` [-0.6`]-0.1476544929733417` [-

0.4666666666666667`]-0.14853430043278493` [-0.3333333333333333`]-

0.088744455653288` [-0.2`]-0.7101463142592783` [-

0.06666666666666667`]+2.219116859363129` 

[0.06666666666666667`]+0.30576723175222315` 

[0.2`]+0.1408390751961005` 

[0.3333333333333333`]+0.07204875541499521` 

[0.4666666666666667`]+0.014863941791825507` 

[0.6`]+0.03584429847964844` 

[0.7333333333333333`]+0.0142589680938907` 

[0.8666666666666667`]==2, 

  -0.14325820350246302` [-1.`]-0.20489718251396977` [-

0.8666666666666667`]-0.08449976108614816` [-0.7333333333333333`]-

0.07835827015083907` [-0.6`]-0.1145843453519247` [-

0.4666666666666667`]-0.10830474451471586` [-0.3333333333333333`]-

0.09183012858164673` [-0.2`]-0.19205222838339592` [-

0.06666666666666667`]-0.30856871835303673` 

[0.06666666666666667`]+1.6232041155588677` 

[0.2`]+0.8620736256075595` [0.3333333333333333`]-

0.1878677469836783` [0.4666666666666667`]+0.08458223197643949` 

[0.6`]+0.043793651430553006` 

[0.7333333333333333`]+0.016726645796602407` 

[0.8666666666666667`]==2, 

  -0.12268533184614229` [-1.`]-0.174114875062987` [-

0.8666666666666667`]-0.07099538252943219` [-0.7333333333333333`]-

0.06474239727314816` [-0.6`]-0.09234138459204515` [-

0.4666666666666667`]-0.08400553770660583` [-0.3333333333333333`]-

0.06690849360705918` [-0.2`]-0.12457094195619295` [-

0.06666666666666667`]-0.15027932477257513` [0.06666666666666667`]-

0.28019000482323264` [0.2`]+1.828336295824159` 

[0.3333333333333333`]+0.4745114088295319` [0.4666666666666667`]-

0.016368614158922514` [0.6`]+0.05702793766306539` 

[0.7333333333333333`]+0.020425858417864356` 

[0.8666666666666667`]==2, 

  -0.1056864991982783` [-1.`]-0.1492880762119106` [-

0.8666666666666667`]-0.06041698370397232` [-0.7333333333333333`]-

0.05446604823185417` [-0.6`]-0.07636767244608102` [-

0.4666666666666667`]-0.06773536507108496` [-0.3333333333333333`]-
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0.051906912598806615` [-0.2`]-0.09075706874885829` [-

0.06666666666666667`]-0.09745149702209382` [0.06666666666666667`]-

0.05935680161794716` [0.2`]-0.4625414517980559` 

[0.3333333333333333`]+2.1905217386659` 

[0.4666666666666667`]+0.12234373467771216` 

[0.6`]+0.08349750776230117` 

[0.7333333333333333`]+0.026594243906862734` 

[0.8666666666666667`]==2, 

  -0.06959571746137332` [-1.`]-0.09809959294905435` [-

0.8666666666666667`]-0.0393612239208182` [-0.7333333333333333`]-

0.034897785997963886` [-0.6`]-0.0476442255255458` [-

0.4666666666666667`]-0.04062363070224122` [-0.3333333333333333`]-

0.029402989881970557` [-0.2`]-0.04728222137685143` [-

0.06666666666666667`]-0.0446336536367028` [0.06666666666666667`]-

0.03415190307651233` [0.2`]-0.06031077374001166` 

[0.3333333333333333`]-0.06195168251947184` [0.4666666666666667`]-

0.013279815682609643` [0.6`]-0.22924297001859062` 

[0.7333333333333333`]+1.9993399395791271` 

[0.8666666666666667`]+0.02473216920162538` [1.`]==2, 

  -0.061093265867495174` [-1.`]-0.08627558442294134` [-

0.8666666666666667`]-0.03461650529158961` [-0.7333333333333333`]-

0.030627621960754588` [-0.6`]-0.041634446823791485` [-

0.4666666666666667`]-0.035257595747418914` [-0.3333333333333333`]-

0.02526929698093911` [-0.2`]-0.04008343571277299` [-

0.06666666666666667`]-0.037128609058598404` 

[0.06666666666666667`]-0.027658473779664895` [0.2`]-

0.04694385972761588` [0.3333333333333333`]-0.045251092732617765` 

[0.4666666666666667`]-0.02225473048866479` [0.6`]-

0.050462813291157274` [0.7333333333333333`]-0.12272736983065292` 

[0.8666666666666667`]+1.886222234290101` [1.`]==2}] 

 

 

{{[-1.]3.1792,[-0.866667]3.09753,[-0.733333]3.00583,[-

0.6]2.90771,[-0.466667]2.80635,[-0.333333]2.705,[-

0.2]2.60631,[-

0.0666667]2.51229,[0.0666667]2.4246,[0.2]2.34412,[0.333333]

2.27128,[0.466667]2.20614,[0.6]2.14843,[0.733333]2.0977,[0.86

6667]2.0534,[1.]2.01479}} 

 

 

 

 

 


