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Abstract

As is known in a number of cases a debris flow, when it is propagating on a
dry channel, causes an environmental catastrophe in mountain and sub-mountain
regions. The same type of catastrophic consequences happen as a result of debris
flow large masses influx into the reservoir and moving in it that leads to the extreme
wave generation on the surface of the reservoir. These waves, which may be called
debris flow - genic (or impulse) waves are similar to tsunami waves.

In case a dam is built from natural materials (earth, rock fill or boulder dam)
the water flow arising owing to the dam overtopping by extreme waves may cause
complete or partial scour of the dam that leads to the destructive debris flow
propagation at downstream and catastrophic consequences: victims, destruction of
buildings, structures, traffic and irrigation systems, flooding of territories, etc. The
same event may take place in case of the explosion of a small part of dam during the
war or as a result of a terrorist act.

It should be noted that at present almost 70 hydroelectric and irrigation
project are in operation in mountain and sub-mountain regions of Georgia, and
many of them are earth and boulder dams. 90-100 meter high dims are among them.
So the abovementioned catastrophic hydrodynamic (wave) influence risk
prevention is very important or at least reduction of its intensity and it is necessary
to secure hydro points environment protection.

So the ultimate goal of the project is developing the new refined technique
based on mathematical modeling for the explicit description of whole processes of
high (extreme) waves motion caused by a debris flow in mountain reservoirs
including the reliable prediction of environmental impact and hydrodynamic loads
on dams exerted by that waves, in order to prevent or eliminate potential hazards to
adjacent regions, as well as to ensure adequate secure conditions for hydraulic

projects operation.
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Mathematic modeling results discussed in the thesis, as the result of
computer calculation, enable us to quickly describe the whole process of extreme
wave movement in dams, wave formation, transformation-dispersion, reflection
from dam superposition and the rest. The degree of their influence on environment
is also defined. The above mentioned methods are superior to other methods
because they take into consideration a number of factors that are characteristic both
for hydrodynamic and debris flow processes. Calculation procedure is comparatively
economic and quick and their results are exact in wide range of calculation
parameters considerable changes.

Methodologically the research on the project chosen to reach the objectives
will be developed involving modern technologies in solving boundary value
problems on unsteady impulse wave motion by analytic and numerical methods.
Accordingly, the finite integral transformation and finite difference methods will be
used.

The above mentioned methods application is also perspective in other fields
of hydrotechnic constructions, in particular in fields of new type seaside and river

banks protection effective constructions testing.
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J2035280L H5200960280 3569201985
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— —
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05150 Loobols JrdHsmBob 3sb¢hr¢engds (90¢ngkol gsbdmen9ds)

Jd . o ~ 1 1.
—V+ (Vgrad)V =—-=gradp ——F

at p p
0 _, (2.1.7)
— di =
atp +divpV =0
p=p(pV)
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30399cobbdgdm, MM p = py = const oBGHMWgdsmMs LobiBgds (2.1.7) oomgdl
999099 Labgl:

0QISCPUIH0 3258329092500 boorbol 8mdesmdol g3sbdheemgds

a — — — 1 1 -
=V + (V grad)V =——gradp ——F
at p p
— (2.1.8)
divV =0
p=p(pV)

9 mdscgmdols 396GHMgds $bggz0LsM3z0L d9L5d9dgE0s
399301350 FMIMHMOOL MH5MIbMOOL obEGHMMgdol 039MyIb300m s
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dog mOs(9mBobl 3sbhaengds (693050030 (329sbcabob gsbheaen98s)

1 — - 1 >
EAp + div (V grad)V = —l—)div F

02 02 02
A =div grad = <6x2 + 3y + azz>

(2.1.9)
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39adm@ol  dgdmbgg3580  39MG030WIMO®  SYOWO 53l Fbrmerm Fg)
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R 2.1.10
a (0 ) (21.10)
P9
F=F+F
59m3s6ol LOMEYMROWsE EsLAOLsMZ0L IMEIFME ASBEHMEYdIOM6

IO 930093 0S  ob3LIBOZOM® BolsDPIOM 30MHMBYOO. ©O3IZo0
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XoY 3m6H0BmbEowmm®
LodMGHYL OMELsE 2=0, S 0Z FodsOHN0s Bgz00m (bsb.2.1.1).

29630b0mm Jg8mLsbOzmgwo 569 2 = {x,y € (-0, +0),z € [—h,n]}

@5 903603bmm N =n(x,y,t) 0530LMBsO  BgEs30MHOLy ©s h = h(x,y)
}L39IOOL  LodGEYoL  BMbd30s. 3069853030  LoloBezmm  306HMdYdO
396030356 LoBO3MYdDY 2o8mIobsMIYMdL z = —h s z =1 GHEMDdYdOL
3oPomdmgdom t-ll odsero.

A 5/ nx.y.t)
A ,,/’,//

<Y : z=0

0
x X0 ? X
’—\ 1 o
a0
-h(x.y) Un

(655.2.1.1) Lssbg96m08m lsggds Fg0emlisBrzMgm 5M9BY BHow®wMo s9m3560L
99LHsgeols dobboom

0658032960 LolsBIOM F0MHMBdS 500J0s 00 FML>BMHYd06 Brd 6935
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(Vgrad)h +w=0 :z=—h
- (2.1.11)

an+(Vgrad)n—w=O 1z =1

©0b380 3960 bsbs brgter 306038980
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P ="Daw z=n (2.1.12)
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9] 0 9] 0 10 1
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9] 9] 0 9] 10 1
av+<ua+v@+W£>v+;—yp+;ﬁ, =0 (2113)
0 0 0 0 10
aWﬁ'(Ha'{'U@'{'W&)W

IPI3980b 35692985
9

9] 9]
— — —w = 2.1.14
axu+ayv+azw 0 ( )

dg d369m80b 3s6¢H2¢n9ds

L0 0 O (V grad)vV = 1(6 P )(2115)
o\axz Tayz T oz )P T aw Vgrad)V = =2\ fut oo+ 55 fw) (21

p
bsbs bezme 30608980
(2o D) isw=0 2=
U vay w=0 :z=
d +< 6+ (’)) _0 ige (2.1.16)
5" T 4oy vayn w=0 :z=1
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rotV =0 (2.2.1)
5699 ImdM5MdS SMHOL sGOMOYsEmeo [21, 31, 32].

A J}V nxy.t)
A /’/ir / N >
// y : | =0 d

Q

r
/\\
-
HEY
4
QD W
b N
S
v

v
-h(x,y) "

(695.2.2.1) Losbgs®m0dm Lggds 8g9cmlaBL3MME 569D GOV XGO
153996Bm80¢rgd0s60 (3D) 58m3s6oL GgLifagerol Jobboo

5190 IMIGHMBOOL EobOLOsMGDS Tgodwgds @ = @(x,y,z,t) LobBdsGol
303963050l 999000 © 33543V 89900930 BHM™MdYdO
V= grad ¢
0 0 0

~ - ~ 2.2.2)
Y VT Y WT?

dm399Mwo 533900l 49035¢obHobgd0m  JowgMOl  FIBEGHMEGdMS
LobBgdol (2.1.13)(2.1.8),(2.1.11)-sb  d03009dm  3J0-395U0b0L 5T EFIBL,
Hdgo3 950096 9ds 99990 3obEMmegdgd00o:
33esbob 3569985 (<1939 80b 3s6¢92¢1985)
Vip =divgrad ¢ =0

(2.2.3)
896690l 56 30200/¢n53(3650L 356(H2¢985 (002335080b 356¢H2¢1985)
o +1( d )2+1 +9gz=0 (2.2.4)
5 # T5grade pp gz = 2.
306995903960 Lsbs bzt 30628980
d
((grad @) grad)h + 5% = 0 1z =—h
z (2.2.5)

?
~ 1+ ((grad ¢) grad)y ——¢ =0 :z=n

28



3963L5BO3OM®  BsBHYO0MO  bsbs DG 30658980  BxaTYXOMS3
5300 543 LoMbOL AoMGIMI339 GOV LoDBPZMHGODY. 5FOLMZ0L S30QM™
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—p=v,;z<0
; 0 ”a(p i ; ; (2.2.6)
Frie cosaxa+ cosay@+ cos &, =
bsop
5ol dgsdo  (b3gwo) LsbEzmOL  bm®mdsero,
" 90950 gd0m sGOoL dogbom
LboBdodol  (godrm  LoBrzsebg  bea®mdocmols
dobliz®og
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v, = 0 609653L, H©m3 5300 543l 9569330ol
Egz Zx n 909290 394GHMO0L 3009305 9Lsds30LO®
y

cos a, 0X,0Y,0Z 0963d9dby
o3 099b905 3630LRWO  HBYJPI30MOL ObsT0IMO 30MMdSL, dolo
3990g3560L5m30L  5300Mm  3MTO-WHsREBHOL  gobEBMEgds MHmEaLsg z = 1.
do30090m:
@0b59037960 bsbs brgeer 3060285

] 1 1
— d 24 _ =0:z= 2.2.7
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0%p 0%¢p 0%

02 + dy? + 9z2 0 (2.2.8)
9360 bs gm0l bsbs bmgter 30628980

dg

onl,__, ~ mZ= —h (2.2.9)

0530b29%50¢70 Bgs30M0L bsbs bmzter 3068980

on (6¢ dn  O¢ 617) dop 0

ot  \dxodx adyady) 0z

dp 1.0 0@ dp\° Z=1 (2.2.10)
adt 2\ox 0dy o0z p

zZ=n

by  900608bml  GMI  ¢3s65L36ge0  mMo  (2.2.10)  gobGHmgds
39bbs3MPMgdom 360336935605 BHIWOMOHO PMYMOHO0JOOLIMZOL, 306506
335J3L bsdo @, 1, p(N) MEbMdO WS Jobo STMBLLS 393006 GIMIPOS 45633 I
LOOMMEGGOMIB. 580EMB 498M0Ygbgds sMHMBOZ30 MYMMHOOL Fog03M5© dolio
3995630390990 IEOR03530 [4, 45, 46].
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HoEbmdcm0350 9306095 Lbgs Tglodsdol dobolosmgdwgdmsb, 8sy. Gowr@ob
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55961530900 Ho®mBMoagbl sB939 dgmeg Gogol 30609 LoWOIIOL OMIGEMs
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ot " 9z?

5 :z2=0 (2.2.11)
Frid +gn=20

0¥) 293506033900 t-m0 dgMmOg 3obEGHM@GdSL s Bogligsdo 3039w do,

23076909
30200-3295b2b60L 095302999500 BIIS0GHOL 306285
102 d

0¥) B99mm dogdme 256@MEgdgdl ©935d53Hdm Lofyol 30MmdYOL
8md96GHoLsm30L t = 0, 23996905 0O LoMbol 3mEH9b30IMHO FMIG>MdOL
LoloBEZOM  58M396s  FgMLIBOIOM  sM9Hg, Tgmeg Lobol  LoboBOzO™
3060Mmdg00m 8go® LoBP3sOBY, GMIgGoE LHdMEIMM  JSAWOEO  FMOIO
d9L5dgd9w0s HomBm3z50a0bmm J9dgaboMo:

D939 @80 3sbHergds

02 92 92
<6x2 "oy T o2

><p(x. y,Z,t) =0 (2.2.13)
3069959032960 bsbs bgeer 306285

=v,(x,y,2,1t) (2.2.14)

z=—h

0
%QD(XJ%Z: t)

0530b29%50¢70 Bgs30MHOL 30(HMBs

a 2
—Eso(x, Y,7,t) T Eﬁ(p(x’ y,7,t) B (2.2.15)
bspgolbo 30608980
0¥, 2,t)|t=0 = @o(x,y,2) (2.2.16)

@ 899694300l LYFMSEGOOm TgLodgdgE0s F9BOLIBOZOML Lohdstnqdo,
53303 ¥s M930LvRs BY30MHDBY, 300MMEJJb03MMo 693900 ©s Fsmo
39650 gds MmO 3 Hyowlodgzol bgdoldogm 39MEH035E 85653390000, 0by
Loombolb (9go09mmfg3o0 go9gdmdEgge HBgodomgdls s 30OmmEHqdbo3me
Bo290md9gdbY. Flodsdolo 3399690 39bEHME9d9dO:
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nix,y,t) = —gaq)(x, y,Z,t) (2.2.17)

z=0
bobBdst9960
0 0 d
uzg(p, vzg(p, WZE(p (2.2.18)
3000000b580329%0 (6935
1 0
;p(x, y,z,t) =—gz — acp(x, y,z,t) (2.2.19)

dogwo (oo 99360960900l sHOO00 3060953300560 Eow©gdol
09MOHo0L  459mygbgds, dobgszs  Bgdmom  s©bodbmwo  ©I399900Ly,
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BIOOM 5690,

3bmdowo  #Mbyo 033¢0935M0  I-09mBg ™og30L  FMbmyMsz0sd0
50bodbsgl Gmd  9zody 9330 GHM©0sbo  Gowegdol  mgmGool
»3oBBO3MPMGOIMO Bogma0gcmgds LGNGO MO 0y®™ 0d
39000b3939d0Lom30L53 30, OMEILSE GHowmgdo 3603369wmzs60 Lodsweom
boLOoMYOMES* [46].
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GOl 03 Bs30mbgdol  sbseoBolomzol s  49sfy39Godo, MMIWIdo3
5393306909905 39O ddOHSMOIBMSD. 53 sDMHOL LOTIONE0bMDOL gHo-
960 doMomo Lsxdzgml FoMdmoybl ol, ®md 3oy s33wo@wEol
0905 36093690M356 ILEMOGISL 30IMOL FM535¢MHO3bM36 (300900
890929080 [64]
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2.3. 3s®Bbo figarols mgm©0s, MeY6BMmBoEgdosbo (2D)
5199945690900 B335¢00l FmMAMsmds, 5gh-396560L 23bEHMEgdsS
Lolgds

5300M0 gogmol 2ob@Mmgdsms LobGHYds 0JSIEIMOO 5653m3F35000
Lombobsmgol (2.1.13)-(2.1.16). 33350, M®I 390FGH035¢M0 LoBdo®mggdo
3OH0DMbE MO LoBJsMqdmsb 0dsMmgdsdo Ls385M0Ls© d306Mg0 W K U, v
5 3mO0DBMBEIMOHO LoBJsMYIO0 3M5JGH0INIMOE SO MOV ITMIOWIIYWO
39030350MO  3MMOEobsGbg u = u(x,y,t),v =v(x,y,t). ©0953Jd0m 0¥
Bogmgmom HmA F 399G™6M0L 39030350 MM0 dqbgwos dbmerme boddodols
doeol  Gmeddgoo  fi, = —pg, bom  3mOH0BMbEGHIwMGmo  8ygbgrrgdos
dbmem  bosbmbols  doewgdo, GMmIgdog B39 9GS ITMIOWIIIPO
39030356 300mM0bsGDY, 3590b bs3ool ImIMomds  JgliadewrgdgEos
3ob30bowmm XoY LodtM@ygdy [4, 44, 65].

dm399dMwo  ©sd3900L  Bb3sa35M0  BMMTME0MGISS  39MHEH03OIOO
5Bdo6qd0L Bo3dsMobo Lod30Mg, 3MOODMOEEIMOLS S 30OMLEEH03)OO
06930l 2965H0gdsLbsh  dodsmrmgdsdo, 0dgbs Mmd dolbo dmgdggds
3000MHME0bs303M6  (69390Dg  ¢3b0d3bgerms. 9By B30l gobofoergds
LodMEY9Hg GIMMBOEGOS 30OMLESEH03MO 356Mmbl:

0 :z=n
P =ps+tpg(m—2)=p,+ pgn :z=0 (2.3.1)
pg(m+h) :z=-h
gradp = grad p, + pg gradn +F, 2.3.2)

2930m35¢olfobmom Hgdmo dmyzsbowo ©sd3999d0 (2.1.13)-0b 30039

@5 3969 2563 M9d5d0, 2394690s:
ds&Bbo fyemol 356¢heacm98s0:s bolihgds

0 d d 10 d 1
—u+<u—+v—)u+;apa+gan+;fu =0

at dx dy
0 d d 10 d 1
av+(ua+v@)v+;@pa+g@n+;ﬁ,=o (2.33)
0 d d
an+<ua+v£>(n+h) =0

bsop
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3906@Mgdol  0bGgaMomgdom ©s 30698530300 LolsDzmMm  306MHMdYOOL
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365J303500 359m0ygbgds n 3sbobaol 96 ks  LEGHMOIWIOHOL 3M9R0309063)0,
OMdgog  sbollosmgdl  35e03MmEGHOL  bm®3wosbmdsls s sEAowo  593L
5930093 gdsls:

1
C=k56R=E§/§

€1

s=E (2.3.5)
1, 1

n=gVR=p

N

LoQS3 R 96MH0L 3000M930039M0 MoomLo [4, 44, 46].

z=Z(x,y)+H(x,y,t)

A -
/'/ _’/ \/\/—\
Hxyt) o
i v
’—\ v aQ
2 Uy,
y Y 3 Z(x,y)
0 .
X X

(65b.2.3.1) Ls635Mm03m Bggds FsMBbO figamol BowrmEo 53mEs6ol dgbfogerol
dobboom

539350 5GIMLGBgOHMwo (6935 dMdogzos p, = const; grad p, = 0.
530000 356033990 Zpin < max(h) 8obodsermmo 603bmwo ©s s©03603bmm
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Z="Zmin—hgradZ = —grad h gL3gOoL s H =7n+h 6535006 Low®dol
236930900 5 49630b0wMmm LssbYIGMOTM Liggds (65b.2.3.1).

53539000 898030000 Sr = (Srx,Sry ), Sy = (Sga Sgy) 8gbsdsdols@
0530UB0 DYI306MH0LS S BLZIOHOL Ibgdo LOdMEYOL Jsbmdol 39dEHMmMgdo.
3563030 oMmOJdbgd0m d030098m  196-3296560L MGHPEDMIowgdosbo (2D)
3963 Mgdsms LoliEgdob 9HMYOH BMEAsls:

dsBbo fycrol mGgsbbmbocrgdosbo (2D) gsbhrergdsors bobBgds:

0 d [u® 0
P +a<7+gH> + v@u +g(Sf,x —Sg,x) =0
0 0 d (v*
%v+uav+$<7+gH>+g(Sf,y—Sg,y):0 (2.3.6)
0 0
§H+a(Hu) +$(Hv) =0

bsop

le \/W (u)

VR H W (2.37)
Sgx\ _

Sg = (Sg,y) = —grad (Z)
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N———
Il

5MLgdMAL  B0Mgdo  4obGHMEgdsms  LobGHYIob  ©039MAIBGHMwOo
RM©3s, Ao B39l goblobogg s8m3965d0 96 F939bgdom.

z=Z7Z(xy)+H(xy1)

Y OQ vn,zl. \
\ /

Un1 \‘ v ! Uno
- u s: / ’
\ A S N
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v / (Zy
Un,3
0 Ox a -
u X

(65b.2.3.2) Losbasm08m liggds dsmBbo fgamols Lslisbpg®m sdmgsbol glfsgamols
dobboom
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bsbs @362 3068980 U390 bs 03569
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H = Hy(x, 1) (2.3.8)
bsbs 3602 3068980 dys6 bs bzs6 by
v, =0 (2.3.9)
bs@op
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v, = 0 609653L, ®m3 50300 543L 9569330ol
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cos ay ©96390%)

Mbs 50060dbMUL, H™I

v, = fusina + vcosa (2.3.10)
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390bY;
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_m3m  dbgdo  3Mogr®os  oY-ob @ v, =du,
T2 396030350 LoBJs6g 56 45B0LEBOZMYOY;

500905  bMdool  3MmgJzool  F0doMmIEgdols
dobg30m 0X s 0Y MgMdgdol dglsdsdobo.

-+

36



doBbgm0s, H™MI Jogdwo LobEgdol asdmyqbgds doBsbdgfimboeros
OMIBS3 Bmin > SHpaxs 9699 Bpin 6535000L bggero bgsdo®ols dobodseny®o
Lo sbg bYmoX g 85063 9509853 GdS Hppgyx 6539000L doglodoscn® Low®dgl, bbgs
0990bg93530 9dxMdJL0S JOMPBBMI0Egd0560 (1D) s8m356s [44, 46, 47].

569 300900 2obEHMEgdsms LolGHds FglodErgdgwos 4odm3094gbma
Lodonm 296096 {gomlis3oggdls s  8E0bsMol  oGdMmOo  bgmdgddo
©3503MBYwo Bs3500L 89dm©obgdol HoEbzomo dm@geoMgdolsmzol, M3
d99b90s 3006MH™ {goarlis3o39oLs s dobstggdls Madm bdoMs 3ModE03s5d0
399009496905 9Mmy6BMI0gd0s60 3MEDs.

2.4. B3¢m0 59m356900 505356BmBoegdosbo Lsboom

GO0 H0 IMIO5MOOL 30OM©0650396 STMEsbsms 5dmblbobsmgzols
Lol®gzgeros  ImbEgl  49bGHMgdsMs 569 96DMTogdosbo  Lsbom
Pot8mpabs. 565256%BMmB0wqd0sbo Loboom BsfigMmols sv30egdemds 99990
30D9Bgd0mss odmfi3gmero:

o  5M556DMmIogd0sb 569 395935600 5dm 3960
©oL3M9EH0DE0S oTMM3E00 d3GHY bgds LOZME0MO S M™OU
d0X0m, MMIgms 360d369emdgd0  dMmmeglgdmeos g do
(0,1). ®oi 005l 60dbs3L MMA 53560l 53MMJLOTs3000m JoYdIEO
bbgomds godmmzegdols s batolbdo 593560L O™l d30M9do,
51939 93060YdS oMMz gdol EMML  IYMH™M30w0  dsbdsbmemo
©53M35¢900L 300MmT0gdOL gogwgbs.

®  J9LoAgOEMBSL 00¢0935 Lo0bgObOM doBbgdolsmgzgols
3960LsBOZOML gOHMBS0MH0 5M15856DMB0Egd0sb0 Foboliosmgdergdols
dJmbg  99m356900L  GOHPMIWOMBS S  obBMASEIL  STMEIbols
53mbobligbols 25dmyqbgdol s6g 3bOHOEWGdOL b AM93039d0L Loboo.
35603030 356M5dd69000m L5d0gdm 5TMEsboL Lofgobo 3565393 Mgdol
5653560 gd0s6do  QooY3z9b0m  Tglodergdgwos  dmoddbml

37



B396030L LoFoMm 356539 BHM0 @O O30l  39bBMT0rgdsdo
399pmdo 459mygbgdolomgob.

e  9J3960396FMMHO  BODBOIMMO  TMPIWIOOL  350589EMOOL
55356BMmdogdosh  BmE@MIsdo  gooyg3zsbs o Fgatgds
365256DMIoqd0sh  BomgdoBHo3mm  IMEIEemsb  Lsdmoegdsls
339093l 350bMmm s  ob35BMYsMm©  9Ju3gMOIGBEGH MO
99 om 256LsDBZOHM STMEFIBIMS odmygbgdols 56q.

3653560 gd0sb  356599BHMg0DY  AoolZEol 39303096 GJdO

53000 399@gabs0Gs:

M M M?
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» = Eﬁ(p(x,z, t) (3.1.3)

9 o, 2,0)
az(px'z'

z=0

300900 obEGHMEgdsms  LoLBHYTs  Fglodergdgos  49dm30Yygbmm
153056M0LOE  WMTs, 300OMm b A3b60gMo, gOHMA35MM35B0  Logsbols Lsdmm

Dgomlio3oggddo  M3503mxzMwo  bs3sol  d99mobgdol  Moibgzomo
9906 gdolsm3z0U.

39630bomm JgambisbwgzOmo O 569 0XZ 396030356 LodMEHY) Dy
(656.3.1.1) LobEg®om 90 = 0Q; + 00y, + IQ; + 3Q,, OE®IJEoE TJgbodsdgds
39006900L (b390), BBIIOOL (IYsM0), 350BgdOL (B39e0) S MOZ30LBIO
B9s306M0L HoMgdb.

39



N
Il

V

<
s
=

(65b.3.1.1) LssbgsMm0dm lggds 3gdmlisBLIGME 567Dg GoEOGO
656000560 (2D) 3mEgbowdo 53m3sbols dglifisgerols 3obboom

LoLOBPZOHM 30OMIOL HoMTMgbs 012, BLoBEZHBY TgladErgdgeos dolo
LoBEO3OOL AbgdoL 0X WIMIMND 259339000L a 3MMbobL Lodmsgdoo.

?g—isina+g—(§cosa=vn (3.1.4)
bsop
5ol LobEzmol  dbgdol  oX  gMdmsb
’ 300233900 3g0bY;
dbgdo  3sMowgmMos oX-ob o Z—(g =V, Q©°
“mor 3mOH0DMbE M0 LoRJoMg 56 gobolsDLgM9ds;
T 31 dbgdo 3MoguE0s 0Z-0l s * g—(g =V, ©d
T2 396030350 LoBJs6q 56 49B60LOBOZMYOY;
500905 bmE®sol 30mgdEool odsmrmvegdols
* dobg30m 0X gmdol Tgbodsdolo;
v, =0 500 543L 3OOl 56933sl BobBEZOMDBY.

3936036Mm0m, O™ HMyMO 3 BobsB0L BsbL 94, 0, Lggwo Lsbrgmgdo

500005 0Z ©gMHdol 3565 gEMO© SF0GMI SO 5d3L Q9T G390
LoLOBZOHM 30MHMBYOL. 39Hdm© ) LsDBEZIODY LoBJsMGL 593 BmEBoeols

809500910905 5 bn®Iswls 0X 0gMHAol 0G0 gds, SdoEmd
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0
a—x(p(x, Z,t) =vp1(2,t); v,1 20
00,

@5 306500096 0, LEBOZOHBY LoBJosMOl J0T>MIMYGdS SGOL BMEOTseOl
9095000 gdol  Lofoboswdgam s bm®Msero FodsMmos oX MgMdol
LoHoboswdgam, s30EHM™a 25006930l 306HMdS 046905

0
_a(p(xr Z, t) = vn,z(Z, t); Un2 <0
30,

5653560 gd056 BMOTSBY 2oLZEoLIMZ0L 3ogErolbdmm Mmad
ho = Rnax ©5 39930496 565356BMmTogd0560 35615993 Mgd0:

X —xM, VA —ZM, =ts
=0y W Ty W EWY (3.1.5)

M:ho, S

M_ M
S g

Il
STl

—~

d9L50530boE  PobEHMEgdgdo (3.1.1)-(3.1.3) Lsfiyolo 3oMMIYGOOLS

39903535¢00 356599 BHEMYO0L  250MM3E0l BMOHIMEdolL Bsmzmwom d00mgdl

999099 Labgl:
IPI39O80b 35bHeaergdo
(aiz*z t ai;) p*=0, ((z)eN (3.1.6)
bsbs bzt 3060285 00530629%5¢70 B3306 B
02 d
<mﬂ+aZJ¢*=Q (x*,z") €00 ,z" =0 (3.1.7)

bsbs 362 30685 dysr (139¢) bs b356Yg
do* o0p*

+sina + cosa— = v, (x*,z") €00,z <0 (3.1.8)
dx* dz*
bspgolbo 30608
@ ltr=0,0° 430" = P’ (x",z") € Q" +0Q” (3.1.9)

33020535¢0 3503899980

9
* . * =0 3.1.10
n Freid z ( )

u* = ,owt = * (3.1.11)
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1\ 9
(_p) LA (3.1.12)

d0Mado 99093900l 9606BM0Egdosbo  356599EHMI00©I6
396BM30gd056Dg  2ooligerolomgol  (3.1.5)-0L  sBsemA0M®ms©, 33996900

390090 BMMINWwgdo:
x=x"M z=z'M t=t'S
_ *M _ *M _ *MZ
=y =W =9 (3.1.13)
= (32)=(r) 5
n=n pP = pp 52

LoloBEgmm  53m3sbol  gobboegolsl  ghm-ghmo  yz9wsby
360036903560 g3odBHME05  35e3mGHOL BMMTOL  93MMJLoTsE0s. MOEb3om
dmEYoMgdsdo  mMo  y39wsdg 9GO 393039IWIdRME0  BmMTds
3oOHM3MNMbgo s BHMa3930s  (L¥I3MPbYO), OHMIgWwms  JLLdsToLO
565¢0BO0 53356900l 53Mbsbligbgdo3 doger Mog 890mbgzg350 5MLYdIMBL S
d9L5d 53905 530 FJMGds MHO(3b300 5TMBsbLYbM 6.

A
Z
z=7 n(xt)
z=0
_ N \ X:
o oo, - o0,
Un1 : @ uZ : Un,2
. I

(65b.3.1.2) Ls3639M0dM Liggds FsMNIMMBYIEOL BMEAIoL Fg0mlsBE3MwmE 569D,
(¢ 0 3JNVIX0L B ) Q3OIL oM 1Y
AOWOMH0 MmO6BMIogdosbo (2D) 3m@Egbgom®mo sdmasbols 8glssgerols
dobboom

533350 (2 + 002 (omMdygbls BoOrm3zmmbs s69L, sliggg BoGmIMmbs
LoBEgMom (65b.3.1.2). gb bBodbsgl, ©®md h = hy = const. Q56GHMEGOIMS
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Lbobgdsdo (3.1.6)-(3.1.9) 033w gds FBMWM@  LELLDBPIOHM J0MMdS Yo
LoBO35MBY (3.1.8) s 996905 99390 Lsby:
b3bs 3602 30628980 J360232900b5 &80l Gystr bs bz56 By

+ a * _ *
ax? o0, ona
9 = : 3.1.14
ax(p aﬂz* - vn,z ( oL )
d * _ *
az? ooy o

LoO3 Uy bmOTommo  LoBdogqdos LsDBZOO0IL Mgl  dogbom
8035Mm0¥Igd0m.

35600 30bgol ROl 509 Bg 58M(3560L 836MHMJLoTs305 bgds yMdozo
GO0 ©Y93900L dgufogeol O™, HMEILsE BLIIOOL IBEOOL 3Mmbg 56
509853905 ™ /6-b 56 BLZIHOL IbGOL FrMbY 50gBoBHgds /3-.

A

A
z=7 n(xt)
z=0
a'Q’I \ o
T /\v 7 >
o OQ \ II aQaZ

el "N |
RN ! WZ: WS
i u |

zZ = _ho v h1 aﬂh
n,

(65b.3.1.3) Lssbas®odm Liggds GHMs39300L FMMToL gdmlisBOgHME 56HgBY
GdOHo MmOHREBMTogd0560 (2D) 3m@Hgbzomo sdmEsbols dglfisgerols
dobboom

533350 2 + 942 (Hom8mogbl BHM39(30Mm@IEIME 569l Jglodsdolo
LoBO3M0m (b5b.3.1.3). gb 650bs3L, MMA Q56EHMEgdsms LobiBgdsdo (3.1.6)-(3.1.9)
33053 033905 dbMEWMmE LoLsDP3IOHM 306MMds  FYs® LEBEZODY (3.1.8) o

996905 89900 Loby:
b3bs @362 30628980 (H0539300L 300650l Gystr bs bgs6 By
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) d 2\ i
(+sma1-a+cosa1-£><p .y Uni
( : 0 n 8) . .
—sina, -—+cosa, -—| @ =V,
¢ ox P 0z) 7 logy (3.1.15)
9]
+£(P 00," Unh
0< <=
allaZ—Z
56
(+ 0 N 6) i 1 i
—_— t - —_— =
ox  8%T,)? 80" sinalvn’1
( 0 et a) S I
ox | B%275,)¢ on,” Sinay (3.1.16)
0
+_ * *
aZ(p aﬂh* UTl,h

0<a,a, < z
2
G®539300L6 BMMIoL sOgbg 59MEBOL  83MHMJloTsz0s bEgds gobogo
GO0 ©Y93900L dqlHogeroll MM, MMEgLyE BLIIOMOL IbMOL 3MMbgs
5609653090 T /-0bo, 96 Bligg®ol abMol Jroby 56 50gds&gds ™ /3-b.
6HoEbz0m0 59mbsbligbols 23005@guMdsS 3933m@0b
99dg30bsR35M5©  BMLGO  9360HMJL0ToE0s, Foaesd  Lo3dsM0ols  BMLEO
905beMm39ds MM gdL 53Mm(39B0L 58MbLBLL. B39b gobgzobowsgzm doymadsl
OIol  0obobBooi  Fgbodergdgeros  godmm3Eomo  SMOL  OYMRS
6odmE9bodg FoMEGH03 FoOMIMMbgoL, LodzMmbgol s6/@s  FHM39i300L
ROl J399609©. 300G o BmEOHIOLIMZOL F56OLIBOZIMGdS MoiEbzomo
057, 909900l ddol LolsDPZOM 30MMdGO0 s T9dEamd do0Pgds FomO
9ONMIWo30  MHosbzomo  s3mbsblgbo,  Mog  AdE30wgdom  $ToMEH0390L
3°dmm3ol 3Gr39LL.
9399m» 56bore Gogbgzom domgda@0lz® dmgwrdo sdmbosbligbo s
4395 356539GM0 gobobogds 565256Dm0wgd0sbo Losbom s 90bodzbgdol
3995603900l 0Bbom *-35M133053000 50 IM0boTbgds.
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3.2. 6335¢00L 3039630vMO IMIM>MIOL MERBEBMBogdosbo (2D)

LsbsBEzmM 53m3560L MoEbz0m0 BrMmEYEoMgds Fsm3MobgEols
xmMIol 50gby

53000 2+ 0] BsOHD3Mobs 569 JgLsdsdolo  LoBEz®om s
9m35bobmm 53 ML EolZMYEBHODsEos  (6b.3.1.2)  ©oLZMYEBHODsEOOL
569d9b@qdom i, k, n:

(‘xilzk)ltn:
QY +000% =10 <i < N;,0 <k <N, (3.2.1)
0<n

Zf k A

e b

I Nk X
——pm————— . e e e e >
o i (b) k+1 k+1 (a)

1 7 ~

i u N k k

I k-1 k-1

i i+1 i-1 |i |is1

| z=-h

I .

: >

1

(65b.3.2.1) Lssbas0dm Liggds B8mMLsBLIGYE FsMHMN MBS MOEb30m d3gby
G50 MHBBMBogd0s6o (2D) s3m3sbols Fglfiogerol dobboom

3963L5BMzOM®  OLZMYBHODBIEOOL MR MINBGHIV0 s  fy39d0
931169309000 d9Lodsdobo ol3mgEHwMwo 3639396390l dJmbg
080g0fnEgd o doo Fbjsogdo
filjxe = f (%1, 2k, tn)

X = Xij—1 +_Ex,il Xg = 0 (322)
Zy = Zg—1+ D, Zg = —hy
th = lp—1 t+ Et,n' to =10
bsop
e 5608 OLZOIEHI 5OJBY FobLaBEgOMo Mfy39d0

30959305
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~ = = 09bodsdobs @Mdo30, 39MEHOIIWNMHO S OOMOL
Axis Bzis D Boxo

©oL3MOYGHODE00L MIbsHAs© DBMYsEMOOL FJMNHBOMPIZIQ  SWOHOLO
593
E{,mz ¢m—&m-1 # Ef,ml'm # ml
Af,m: $me1—Sm # Af,mllm #ml
Ag'm;t Af,mﬂAf,m+1= Af,mrAf,mz Af,m—l (323)

E=x,2zt
m,ml =mg = i,k,n

Bsd3 A, A 50l JgLodsdolbo  Botbabs  (563m896&0L  BOH©OL
LofiobsomBgam©) s Fo6x39bs (56 gbBHOL BMHEOL  dodsOHNEgdom)
Lbbgomdo.

©531393500 OHMI dOXO M300MJY0  5BBMmIowgdol FHowdo sGol
05650500 @5 9IM300mm 5060336900, GG 296LIHBLIMHOL SGAMGbEHOLS
5 3bg300L BoMmEbgbs 5 Borx39bs Lbgomdsl

A= Agm= Agm= const,
Af,g‘: f(fm + AE) - f(fm) = fm+1— fm
Ef,fz fEm) — f(fm - AE) = fm — fm—1

§=x72t (3.2.4)
m=mg; =1kn
Em:EO'i'mAE
¢ _{ 0, E=xt
0~ _h0=—Nk*Af, f=Z

39930000 53539000 50bod3zb9d0
Are Ar g

f$ = Af = (fm+1 fm)' fE A_f = _(fm fm—l)
f = A_g (fms1 — 2fm + fin-1), fm = f(&m) (3.2.5)
1 1
fe = E(ff +fz)= Z_Af(fm+1 — fm-1)
E=x,2zt

d9Lodergdgos 358396mm MM (3.2.5) GHM@w™dgdo OOl gmbdiool
306390 @5 d9mMg HogoL 396dm Fo0IMgdmEgdol sbsemyo Msbsds® dogHY
[56, 57, 58].
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3990309356mm  dgmeg Mool  s3MHmJlodsgool ddmbg  obGmegdsms
LobBHYds  OLIMYGHME OBy  LobEOwMwo  IMEWEMdgdol  (bbgsbsoMs
06393650 M0 03039Md0L) 9gnMmEol odmygbgdoo [59].

2 569%9 359m394mm Ls3MbEHOME™ dm3)ermds (bob.3.2.1)(a)

X 1<x<x, 1, z 15z<7z
i—5 i+5 k-5

2 2 2 k+

N =

503603bmm

0
_af(p’

0 $m+1 m+1
D 1=D 1= (— ) , J d =j d
§mits mis aé ¢ mi% £ ¢ me1 ¢

-1

Df EZX,Z

(3.2.6)

3506 936™0 s 499m309Y9bmm 50bodzbgdo
m+1 m+1 P
f Dé’d‘f = j a_s;(Pdf = OPm+1 — Pm
m m
m+1 m+1

Pm+1— Pm = f Dgd§ ~ D 1 f d¢ =D 14¢
J 2 J 2
3b5EMa0MEs©
m+1 m+1 P
j Dfdf = J ﬁgadf = Pm+1 — Pm-1
m-1 m-1

m+1 m m+1

Pm+1 — Pm-1 = J Dfd‘f= fodf-l-f Dfdfz
m-—1 m-—1 m

~ D, 14¢ + D, 1A¢ = D24

Lo0IbOE3

1 1
1= A_E (Pms1 — QDm)'Dm_l

mt3 2 B Af(<pm — Om-1)

1
D 1—-D 1= a; (Ome1 = 20m + Om_1) (3.2.7)
1

2 2
Dy, = Z_AS ((pm+1 - §0m—1)

3506¢9a60mm  (3.1.6)  9fy39BH™dol  obGHMgds  LogmbEHMmerm
dm3MmdsbY (b5b.3.2.1)(a):
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3o630bomm 306H39wo (9360

k+—/ i+ \ kts
f f I 2(pdx|dZ— f (Di+%_Di—%)de
k2

AT -
2
1
=\ (Pi+1 — 2¢0; + @iy1) f dz =
X Kk 1

2
4,
—'Z_(¢H+Lk_'2¢tk'F¢H+Lk)::(AxAz)¢fx
X

565¢Ma0Mo 303009300 sbsMBID 9360190l s LEdME MM 2397690
(A,4,)(@zx + 9z,) =0
56
Pixt®zz=0 (3.2.8)
by aobgobomo (3.1.14) dgsmo Bgs30M0ol LoloDLzM™m 30MHMdS
565356BMmdogd0sbo Lobom, GmEs i = 0 (x = 0). (3.2.7) 50bodzbols Iobggzom

&l

d d
Diy1 = (= ,Dicg = — =vp, = 3.2.9
i+1 (ax ¢)i+1 =0 ax(p izo vn,l ( )

olbgg 35063930mm (3.1.6) Hy39GHM™IOL  2obGHMEqds 92 + 2 sGob
L530MbGHOMEM IMEMEMdSBY (b5b.3.2.1)(b):
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i+1, k+—

[ (2o

i= Ok——
1 1
k+3 7 iv1 iv1[ k+z
0?2 0%

_1 \i=0 i=0 _1
k=3 k=3

=f fﬁ(pdx dz+f| fﬁgodz)dxzo

3obgzobowmm  3oMgzgmo (9300 s asdmzoygbmoe  (3.2.7),(3.2.9)

RMOHIN9d0
k% i+1 k%
62
f 5.2 P dx |dz = j (Di41 — Di=)dz =
k—l i=0 k—l
ks
1
(ZA (¢l+2 gpl) - U J dz = (ZA ((Pl+2k Pi k) - u)
k__
= 4,(p zir1h — 1)
3ob30bowmm dgmeg 9360

i+1/ kg 5 \ i+1 i+1
j k @godz)dx= j (Dk+l_ k__)dx 4, f Q 5, dx =
1
k—=
2

i=0 i=0 i=0

i+1
1 1
=4, E (¢Zz,i+1 + ‘pZz) f dx = 4,4, E ((pZz,i+1 + (pZz)
i=0

d030090m

. 1
4 ((p56i+1,k - u) + Axﬂzi (¢Zz,i+1 + (pz‘z) =0
1 1 1
(A Az)( Pii+1 += (pZZl+1 A_u> + (AxAz)Eq)z'z =0

396@&Mgd0l (3.2.8) 565>
Pzzi+1 = ~Pxx,i+1
Bogligom ffobs 3obEmegdsdo
1 1 1 1
(A Az) ( Pii+1 — 2 5 Pxxi+1 — A_u> + (AxAz)E ((pz'z) =0
X

X
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39630b0owmm 3063900 9360l Igmeg 5d6Ms3o
1 1 1

I(oi,Hl - §<Pfx,i+1 - Zﬁ =
1
A 2 ((px i+1 1 (pxl+1) ZA ((le+1 (pxl+1) A_x =

1
= _((Px,i+1 T QPziv1 — Pxiv1 T <le+1) —u=
24,

4"
1 1., 1 R
= A_x(pf,i+1 - Iu = Z((Px —u)
L50QBIE LOdMEPMME B030090M
1 R 1
(4,4,) A_ (px —u) + (4,4,) E (pz,) =0
X
56
2 }
1 (px— U +@z=0 (3.2.10)
X

565 my0mmo 06300090000 S A5Msddbgdom Asdmgz0yzs6m (3.1.6)-
(3.1.12),(3.1.14)  53m3sbol  Fglodsdol  OBIMI6E05ME  A5BEHMMGISMS
LobEG9dob OLIMYGHWW sbsEMYL Bgmeg MHOYOL 36OHMJLOTs300m BLOZMEFOMO
©OMOL doxol d0dsMm, BFIOHOWL  LEOo  BbgsMdIOOL  godmygbgdoom
9560 3Mmbgol ZMOIOL sGOLSMZ0U.

3.3. 6535000l 339630 M0 3MIMIMdOL MMYEBMIoEgdosbo (2D)

UslsBE3MeM 59m3965 LaliGmE bgsmMd0mo Lsboom s®Mm3mbgols
xmMIoL 5MH9 Y

3m3H9630MOH0  BMmdOIMOOL  BHOWwOMO  mOYbBMmIogdosbo  (2D)
59m3sbol 530 Jb0do305 06HIFDSCPXIH 0803985008 Jgomol >dMYgbgdoo
©OMOL 3m63M9EMwo BboLsm30L 235393l LEHSEOMbIEME A9bEHMEdMS
LobBHYIOL, FoMMIMPbs MBIBIMO EOLIMYGHMEO SMOL Fos s LHEZMOL
bbgoolbgs 9O EH0wgdol 259mm3wolsmgol. dmEgde 5dmbobligbls »bs
©53505@GM™  3MLGIE0MbIMMHO  306MHMds,  EMMOL  sbow  §9gbsby
390513 oLYM30U.
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J390m®»  dmyzsboos  JsOm3Mmbgol Bm®Iol  Mogbzom  9M9bHY

39bLsBOZOMEO  yzgws  gobGMmegds  (65b.3.2.1). mz0mMmgME RPN
399L5050905 oMM LosbysMOTM bdgds, GMIgoiE F9BGHMEWGdOL JomEbbogss

d0m0090v)0:

doBOSO SGOL Jos (65982936 0) [9DAH0e980

Pex + @z, =0
0<i<N; 0<k<N,

2 q
A_(+(Px_u)+(.02‘z =0
x

i=0; 0<k<N,

2 _
A_(_q)f_u)'l'(pz"z =0
x

i=Ni; 0<k<N,

2 _
Z
0<i<N; k=0

2 —
¢ﬂ+z{—%—wﬂ=0
Z
0<i<N;k=N,

bsB3Golb 6o homol 3390006 ha@hoergdo

2 a2 -
A—x(+§0x—u)+A—Z(—<Pz-—W)—0

2 - 2 -
A—(—<Pf—u)+A—Z(—<Pz—W)—0

X

2 . 2 -
A—x(+<,0x—u)+A—Z(+<Pz—W) =0

i=0 k=0

2 - 2 N
A—x(—¢x—u)+A—Z(+<Pz—W)—0

i=N; k=0

0530b299%5¢0 B30l 5(5bHI3005C %0 30602Ds

(3.3.1)

(3.3.2)

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

(3.3.8)

(3.3.9)
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i W= Qg
ik, n 0<i<N;k=N;n>0 (3.3.10)

n-1

dm399wo  30MHMdol dg@ebs (3.3.5)-(3.3.7) GHmemdgddo 335dw93L
3M5LBHOE0MbIME  30MMBJOL s 29dm0Ygbgds  @EMMOL b 7gbsbY
390513 oLYM30U:

0530b9%50¢70 B9s30MH0L 30638980 godaroaro bsboor

2 2
—— @it + Qi +—(—@;) =0; 0<i<Ni;k =Nk
A, A,

2 2 2

—— @i+ — (o, —U) +—(—¢z) =0; i =0;k = Nk (3.3.11)
A, A, A,
& —+2( “)+2( )=0;i=Ni;k =Nk

AZ (ptt Ax (pf u AZ (pZ_ - ) L= l’) -

900900 19985 FEYMIEOS 1Y) 538594 Bogdl dodboddol 3GObEo3L.
653 999b905 8MEMBOL 3063900l MRGM M0 gdom dglifogwrsls B39
59 65IOMATo 56 gobgoboogm [61, 62].

3936036mm, OG0T 300gdMwo 49bGHMmgdsms LobGgds TgbodergdgEros
53moblbsll BodEHmGmobsoool dgmmoom, bmeom (3.3.11) 306MHMmd9d0 435093l
©OMOL  9hHmo 39606  FgmOgbg  3bso  swmGOMIol  godmygbgdoo
39005L3ol LYF9EYOIL. J399Mm QS630bOEISZM sG(3boO g9 sdMbLbOL
2ob6bg0390mw dgommel [57, 63].

3.4. 6535000l 339630 MMO 3MIMIMdOL MMYEBMIoEgdosbo (2D)
LsbsBE3MM 53m3560L MHOEbzMO 53MbBsbLGho FMs3g300L BMEOIOL
560l dgdmbggzsdo

5300m0m 2+ 002  GHM39E30MIOHo  GmMIolb 569 dglodsdolo
LOBOZO0M > IMZbEOBM™ 5T GO IYMGBS 25 FoOIIMMBYEOLS s 24, (2,
sOmmI3Mmbs 1593MbgEOL BMOTOL 39569905 2 = 2y + 21 + L2, BosbRsHOTM
Ld9dob (65b.3.1.3) dglodsdolo. JoMgdmE 5M9gdL o9hbosm JaMghmgdmwo
405 Q5 396M9 LEBWZMYd0, HMIGDY3 960 2o6OLIBPIOML LobEBMZIOM (otg
LoBO3MYdDY) s dIoL (Bos LsDBPZMGODY) 306MHMdJd0. Fos LEBOIMYdO
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o60mo9bL 25,21 @5 2y, 02, 509900l 3390006 P9 EHOgdL. 9036086mm

£y, 121, 25 560L LEBEOZMYOO

6!21 = aﬂal + aﬂn’l + aﬂi‘l
6.(22 = 6.Qa2 + aﬂn’z + aﬂi‘z (341)
a.QO = aﬂh + aﬂn + aﬂl"l + aﬂi’z

Boo3 00q,,000,, 3509 LoBE3MIB0s. (3bsos ToEs  Lsbz®gdo
0102; 1,040, 2 9379360l FoMr03MMbos 2y SEBIYUS.

0,/ 00,

i+]

Nk
R IR (©

i-1 1 i+1

k-1

A 4

Nk

(65b.3.4.1) Lssba9m0dM lsggds Fg0mlisBLZMME EMs39300L MMl Gogbgom
05009B9 BHoOIHo MMHYEBMI0Egd0s60 (2D) sdmEsbols dglsfsgerols Jobboom

535300 MHoEb30m0 dsY (bob.3.4.1) Bobsbol Tglsdsdobo. Imgzsbobmom
Ny 560 ©oL3MYEBHODsE0s Fobs  39M0aMsx8390d0 B 3MMbgEOl  BMOIOL
5M0LYMZ0L  2oblsbBPZOHMWo TgMPYdom» S FoEEMIGO0 s Fg35MhoMm
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Ay, A, 0bgmbs0Gs©, HMI MHoEbzomo 350l FaMEH0wwgdo 2sbmoglicbgb dogs
LoBO3MYdBY, HMAMOE bsbsBBgs ImEgdwmwo [56, 57, 58].

Mo 999bgds L3 MMbgEOol  FMEOTOL  9MYIOOL  OLIOMYEHODIGO,
8m35b0bmm doxom Ay, Ay m = 1,2 0y, O™ 39603H035¢w)MH0 d0X0 0gmb
oMb 969D 4obLsBOZOMO doxol BHMEo s IMOODMbEIMEOHO
doxo 9935Mbomm olgmMboo®mo, MHMI LEBM3OOL HoMEHowgdo 5bmM3Lgls
LOBOZOBY BMLEHO. 5J9b boos TgMbg30L F)NMPOZS FMIOWIONIC0S
©bOOL  3Mobgbg s Ggbodergdgros  avdmz0ygbme 9090
©53m30QdYYds

A
tana,, = A—Z; m=1,2 (3.4.2)

xX,m
539056 3¢9 503608653 Ay, -0 doxL 04, LoBOgODBY Foz009dm

Ay m= cotay, A,

A A
A=A .= |A. 2 F+A°=—"2 M 343
m— Ram™ | Fxm + A, sina,, COSa,y, ( )

m=1,2

bgdmom  dmyzsbowo  3MHob3o3000  sMOL  oymys  Bodbogl, ™A
D960 GH0gdol ®om@gbmds domm3zmmbs bsd3mmbgol 3gMHgddy sGOL ghmo
Q5 03039 @S BHM05 N.

Lbgomdomo  bdgdgdol  s36HmJlodsgosl  Bomzmmbs 2y 969 bY
3obbomos Bgdmom sFoGHMI o 9©IM  2obgz0bosgm. Fsseromolismgzol
3obg30bowmm  Lodzmobs 2 96M9Bg  ABGHMWYdsms  LobBgdol  MoiEbzom

336 Jlods30s.
©53935m, OMA 21 505D oL ZOYEHODIE00L SOAMbEHgd0s i, k, n:
(xi' Zk)' tn:
0 +000,={0<k<N, i=N,—k (3.4.4)
0<n

30090 B5gHY 2oblobLzMMwo MHYyz9B0 BMbI30900L Tglsdsdolo
oL3MIEGHIO 56O d96Egd0L FJmbg doMO B6J30900 04b69ds

fiik = f(xi'zk,tn)
Xi =Xj—1+ Ayy, Xo =10 (3.4.5)
Zy = Zp_q + AZ’ Zg = _ho
tTl = tn—l + At’ tO =0
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bsop
5oL EOolZMYGHME  MgDg  FoblobEzBMwo

h93000 BIbIG0;
d9Lodsdolo  2Mdo30,  39MAGHOIOWMO S

fijx

Ax,l; Az At,i
QM®OL doYO.

399M3094356mm  gmMg Gogol s36MMJLods300L Jmbg  2obEHMEdsmS
bobBHYds  OLIMYGHME  3O9Dg  LobEOMwo  IMEwWEMddOol  (bbgsbsoMos
0693650 M0 03039Md0L) dgonmEobls 4odmygbgdoo [59,61].
00 + 21 569B9 g59m394mm bo3MbEHOMEM IMEEmds (bob.3.4.1)(b)
X <X < Xigq, Zy < Z < Zpyq
3506¢9a60mm  (3.1.6)  fy39BH™dol  2obGmengds 02 + 2,  s6OL
L53MbGHOMEM IMEFMMdSHY

i+1,k+1 k+1 /i+1 i+1 /k+1
ﬂ (ﬁ+—>(pdxdz—j j S5 ¢dx dz+] f S9dz |dx=0

3ob30bowmm 30MH39wo (93600

k+1 [i+1 52 k+1 5 2
— | (%2 il =
] jaﬁ‘”dx dz—j (6x i1 0x )dz—
k 14 k
k+1
4625, G- -
2\\0xl;44 ox i/jr1 \0X i 'k

4,( 1 do
= 7 24,, — (Qis2 = @i — Qis1 + Qi k1 T Qi1 — aLk =

A4, 2 a(p
_Tz%x (((PL+2 + @i — Qir1) — 20, + @i 1)k+1 A, <(px i+1 ax k)
x,1 i,

4 Ax,lz
)

3b65¢eMa0mEs dgmeg §9300Lsm30L 243976905

AzAx,l 2 aq)
= 4 Prxje+1 T E Pii+1 — x

i+1 /k+1

92 4,4, , 2 9
j 3,27 dz |dx = Z4x’ ((pz‘z,i+1 + E <(Pz,k+1 3,
i \k

J)
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L5063 80300980 53MHMJL0To30L LobE3sMHBY

2 do
Prxk+1 T A_ Pii+1 — a

x,1

2 op
T @zzi41 T A_z Pik+1 — 5

)=
ik

i,k

Q39X IBM 9939bs0M>©

2 2 2 g 2 3¢
Pzziv1 T E%’c‘,iﬂ + ((pfx,k+1 + A_Z(Pi,k+1) - Ea . 2.9z . =0
3o630bowmm 3o6H39wo (9360
2 2
Pzzi+1 T 7 Paiv1 = T Pxxivt + 7 Paiv1 =
x,1 x,1
1 1
= 2 ((Px,i+1 - ¢f,i+1) + A ((Px,i+1 + ‘P;E,i+1) =
x,1 x,1

1 2 2

= (_(px,i+1 tT @xit1 T Pxit1 T <Paz,i+1) = Priv1 T P
x,1

Axa

x,1

3b5ErMa0mGs dgmeg fogzdo

2 2
Prxk+1 T A—Z<Pz,k+1 = A—Z<Pz

653 899bg0s AgLsdgls
2 d¢ 200 2 <6go Ay 100 )
Ax,l Ox ik Az 0z i,k Ax,l ox i,k Az 0z ik

2 (0@ do
Ax,l <6x |i,k cotdy aZ |i,k>

BogLizoom (3.1.16) LoloBOZOHM 30605 Iy, LsDOZOBY

26g0+t6g0 2 v—2A1*
Ay \Ox g cota 0zl - Ay qsinay B Ax,lsz
LodMEWMM© 303009000 Lsbs bztm 30GHmBsl @sbGHO s b6 By
gt 2450, a0
Ax,l (px Az (pz Ax,lﬂz e e
5 2 A, (3.4.6)
— it —p.—2 v=0; 00
IR W “
56 099 2535953 Gd” A’;m
+@, + @, cota; — — =0; 0Qq,
Smﬁ“l (3.4.7)
—@z+ @, cota, — sina, =0; 0Qq,
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4z
56 099 353593 gdo —*

‘@, tana; + @, —

—@gztana, + @, — =0; 0Q
Pz 2 P cos a, ay

Ax,mAz
36 ) 45359653 9d™ ey

+@ysina; + @, cosay; — v =0; 9Q,,
—@zsina, + @ cosa, — v =0; 0Q,,

d0©gdmwo  meOINNWIddo  0dEolbdgds

(3.4.8)

(3.4.9)

MOmd  Homdmgdegdol

©oL3OIGHMIWO 565¢MYGdO X-00 25TMO0MZWYds A, 1, 0K 0m. 9damddo SGOb

bMlGHI©  Jomomgdol dobBbom  Gogbgomo  [oMmdmgdmwgdo m  sMgbyg

503603600 F9309365005® Yr,m, Pzms Pzx,m-

53 9995905 9bGHM@gdol RMmMAoL s6MHBG35L sTMI0YdME0s Slig3g

@HMOL 3MMbgHg O 583560l BB3S 353 JO00 30OHMDYdDY, MTgbog o 56

3939H9000. 5¢93MMI0 M39MOGVIOMEX0 BMOTO0 40

35603900 BsfigMol

d0Bbom Jggdmom 958094qbgds (3.4.6) 3MEIMol Jglsdsdolo GmOIMs

2 . 2 _
7 (+or1 — ) + 7 (0 — 1) = 0; 00y,
x,1

Z

2 e 2 —

A_(_(Pm - Ux) + A_((pz —v,) =0; 09,

x,2 z
_, 14 v
vxzzA_Zv=25ina1
14, @
YT 20, 2cosay
14, b
vxZEA_ZUZZSinaZ
. 14, _ v
Vs = EAx,zv - 2 cosa,

(3.4.10)

3993094356mm LoloBOZMHM 30MHMdS AL, , ALy, 339000L FgMEGHowdo. obyg

350639360  Mfiy39@™dol  49bGHM@gds dm39do

D90G0ol  dglodsdols

5M9Bg doxom 4y, 4,, 80300900 LsDOIOOL gobEmegdsls

20
L 200
ik AZ aZ

N 2 3¢
A, P2 p P27\ 4 ox

)=
ik

3o630bomo dglsdg F9360 s B3L3500 LobdBOZBM 30MMdYdO (3.1.16)
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2 do N 2 0p
Ax 0x ik AZ 0z

2 (0 A, 0@
dx ik AZ dz

i,k>

i,k Ax

:3 a_(p _I_Ax,la_(P Ax_Ax,la_(p
Ax dx ik AZ 0z ik AZ 0z ik
2 1 - Ax - Ax,l —
- Z(sin a1v+ 4, W)
Bogligom Lob®3OL 2obEMegdsdo
2 2 2 v A, —Ayq
JR— —_ — _ 2 )
Tt % T 1 na, A4, "
LSOMEP MM J03009dM
2 — 2 Ax,l — — —
— (+ox — V) +—<<pz ——— W, —w) — w) =0; 0Q4, N0Qy
O 4 Ax (3.4.11)
2 — 2 A ,2 — —> el o
X Z X

3b65¢Ma0M0 0b3HYAOO0MGO0m s J9MoJdbgdom A5dm30943s60 (3.1.6)-
(3.1.12),(3.1.16)  53m3sbol  Fglodsdol  OBIMYI6E05ME  A5BEHMMGISMS
LobLEGYIob OLIOYEI sbsEPMPL FgMOg oYL S3MMJL0Ts3000 LOZOEF0MO
©OMOL doxol d0dsMm, BFIOHOWL  LEOIo  BbgsMdIdOL  godmygbgdoom
G®539300L BMEOHIOL SGOBsMZ0U.

3.5. 6535000l 339630 MMo 3mIMIMdOL MMYEBMIoEgdosbo (2D)
LslisBE3O@ 59m(39565 Lolityem bgsmdomo lsboom GMadgEools
1mMIoL 509y

3m3H9630MOH0  BMmdOIMOOL  BHOWOMMO  MmOYEBMmIogdosbo  (2D)
593960l 530 JL0Bs305 069D 080390285005 Ggodm@OL Y5dMYgbgdoom
©OMOL 3m63M9Ewo BgboLsmM30L §35deg3L LESEOMbIOI AsbEHMEGdMS
LoLEBHYIOL, FoMMIMYPbs M9BIBIMO OLIMYGHMEO SMHOL Fos s LsHLZMOL
bbgoolbgs 9O EH0wgdol 259mm3wolsmgol. dmEgde 5dmbobligbls »bs
©53505@GMm  3MLGHIE0MbIOWMWo  306MHMds, EMMOL  sbow  §g9gbsby
390513 oLYM30U.

Jd390mm  dmyzsboos  BHMe3gEool  gmGdol  Mobzom  s6MgbHg

39bLoBE3OMEo  gz9gws  PobGHMEgds  (69H.3.4.1). 30009 BMOIMSL
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399L5050905 MoMm™M LosbyIMOTM 1dgds, GMIJroiE F9BEHMEWGdOL Jo®Ebbogss

d000mMYOIEO:

doE03@0 360b Jos (998 9¢73(<9¢m0) I3 HOe980

(pfx,1+(pz‘z:0
O<i<Nk; Nk—l<k<Nk

2
(m) (o — 1) + @z, =0
i=Ng; 0<k<N,

q)fx-l'gaz"z:o
Nk<l<Nl_Nk’ O<k<Nk

2
(m) (0x2— 9z) + 9z, =0
i:Nl'—Nk; O<k<Nk
Pixz2 t Pz2=0
Ni—Nk<i<Ni; l—(Nl—Nk)<k<Nk
bsBegGol pomol gedoemgbo

- (+ vy) + 2 ( 7,) =0
Ax,l q)x,l Uy Az @, Uz) -

2 - 2 -
E,Z (_(Pf,z - vx) + A_ ((pz - vz) =0

z

2 _

¢fx+A_(+§02—W)=O
Z

Nk<l<Nl_Nk! k=0

2 —
Prx1 T A (—pz;—w)=0
Z
0<i<Ng k=N,

2 ( + 2 w)=0
Ao+ 4y Py (pf,l) A, (—pz —w) =
i = Nk; k= Nk

2 _

<Pfx+A_(—§02—W)=0
Z

Nk<l<Nl_Nk, k:Nk

(3.5.1)

(3.5.2)

(3.5.3)

(3.5.4)

(3.5.5)
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= )( )+ (= =) = 0
lle_Nk,ksz
2 —
Pix,2 +A—(—(P2—W)=0
Z
Ni—Nk<i<Ni;k=Nk

bsB3Gol @0 homob 3390006 hg@hoergdo

Lk i+1 2 . 2 .
l ' 7w (+(px,1 - Ux) +— (_Uz - W) =0
Axn 4, (3.5.6)
k-1 i = 0, k = Nk
- 2 — —
- i k — (P2 =) +— (-, — W) =
Az up (3.5.7)
L i =Ni; k=N
2 2 A
S R e e (e R R B
i,k & it Ay Px * 4, bz Ay ’ (3.5.8)
L= Nk; k=0
2 2 A
cl T gt 2 (- 2w - w) =
Pr =) +—|o (v, — W) w) =0
i1 ik L A (3.5.9)
’ i = Nl - Nk; k=0
053062995070 B9S30MOL SOSUASG3005eC B0 306285
n+l —
W= Qg

dm39dmwo  3oMmMmdol dg@ebs (3.5.5)-(3.5.7) GHmemdgddo 935093l
3M5LBHOE0MbIGIME  30MMBGOL s 29dm0Ygbgds  @OMOL by 739bsBY
390513 obsM30U:

0530b299%5¢20 Y9305l 306028980 35Tcroero bsboo

2 2 . 2 _,
_A_Zq)ft + I'l(-l'(px,l - vx) + A_Z(_vz) =0 (3511)
i=0; k=Nk
2 2
_A_Z‘PEt t Prx1 t A_Z(—‘Pz‘) =0
0<i<Ng k=N
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2 e+ 2 ( )+ ( )=0
AZ (ptt Ax’l +Ax (px (pxl (pZ
| = Nk’ k= Nk

2 2 —
—A—Z<pft+<pfx+A—Z(—<pz-—W) =0

Nk<l<N,_—Nk, k:Nk

2 o + 2 ( )+ ( )=0
A, Pie A, + sy Px2 — Px Pz) =
i = Ni - NkJ k= Nk

2
_A_(ptt+(pxx2+ ( (Pz)_o

N Nk<l<Nl,k Nk

2 2
—A—Z<Pft+§'2(—<ﬂxz Vx)‘i‘ (Uz)—o

i =Ni;k =Nk
900900 Bgq8s FEYMIEOS YY) 538594 FBogdl dodboddol 3GobEo3L.
3b65¢rma0mEms@ Hobs BsMrm3mmbgoll 3m®mAoL 505Dy 4obbowmwo s8m3560LY,
300900 39B6BHMEgdsms LoLEgds FglodrgdgEos S3MObLBIL 0EIMSE0O
d90mEodom, bmwm (3.5.11) 306HMdgd0 935dg3l OMOL gOHMO R960I6
390699 39O 5EMHOMIOL 458MYqbgd0m Foaligerol Lodwyswrgdsl [59, 62,].

3.6. o0 53m356s 5¢rgdMEo M3JMSEHMMNIO BMMIom;
0395300 5dmbsbligbo

Bo3fghmom  2963HMgdgd0  5MOLEIE0MbIOMO  30MHMBOL Q969 T9
M396053MOMo Boboo 08 ©s83980m, MM 653500 Mo30LBIE BgLsd3oMby

bremgabos s gzgme Mm3gHodmMo s Lodogdgwo @ = @, BBIG00

396LsBEZOME0s OLZMYEBH M9y
Ap—f =0 (3.6.1)

boQS3

A= iAf; f= xz‘z:ff (3.6.2)
z z
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domm3mmbgol

RmOIOL

s0glb  9gdmbgzgzsdo  m3gMeEGMmMd0

39b0LsBE3MNds  (3.3.1)-(3.3.9) BMOHINWgdol ;msbsbdo

e
Ag

Ag(/):
l 2
__¢—

Ag 7t

(2. . _

éAxu i=0

i=Ni

5
At

Pe = A_f((pm+1 —Pm); Q=

pze MEONy) &=xz

2
0 i€(0,N) f, =14,

m=20

(3.6.3)

m= N,

wo k=0 (3.6.4)
0

k € (0,N,]

1
Af((Pm - (Pm—l)

1
Pz =5 (Pms1 — 20m + Pm-1)

Ag
Om = @(Em),

$o = {—ho

(3.6.5)
Sm =%+ mAE
E=x
&=z

GH®539300L ML 569l 9dmnbz9g35d0 M3gMOEHMMGd0 A9BOLEDBWIMYdS

(3.5.1)-(3.5.9) 3m®3Mgdol msbsbdo

( 2

Pix1
2

m (<Px - %,1)

Axp =+ Pix
2

Ax+—Ax,2 (<Px,z - <Pf)

(pfx,z
2
A, Px

2

P2
Ax,2

{ie[0,N;;) k=Njy—i

(i=Ny, k=0

{i€e(ON;1) ke (N;—1iNg]
{i=Ni; k= (0,N]

{t € (Ny1,Ni2) k =1[0,N,] (3.6.6)
{i=Ni; k=(0,N]

{i € (N;2,N;) k€ (i — Ny Ni]

{i:Ni,z k:O

{i € (Nj2,N;] k=1i—-N;,
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2 i € (O, Ni,l] k = Ni,l -1
+A—<pz [ € (N;yy,Nip) k=0
z [ €[NizN;)) k=i—N;;
A=) i € (0,N;4] ke (Nyy—1iNy)
’ ©z;, 1€ Ny, Niz) k€ (0,Ny)
i € [Ni5,N)  k€(i—NgNg)
2
—A—(pz— {l € (O,Nl) k= Nk
Z
L 0 {i=N, k=N,
(2 _, . .
A_Ux {l € [0, Ni,l) k = Ni,l —1
x,1
2 _, .
X
i€(0,N;;) ke Ny — i Ni]
fi =1 0 Ji€[N;1,Nip] k=[0,Ny]
[ € (Nj2,N;) k€ (i— Nz Ni]
2
X,2
2 . .
2™ {i € (Niz,N;] k=i—-N;,
X,2
( 2 _, . .
_UZ {l € [O, Ni,l) k == Ni,l —1
4,
2 24 .
TW @ W) (i=Niy k=0
Z Z X
2 _, .
A_W {i e (Ni,eri,Z) k=0
Z
=12 2 A
e <A—V_V)+A—AL'2((U_Z—W) {i=N;, k=0
Z Z X
2
A_(U_z {ie Nz N;] k=i—N;,
VA
i€(0,N;;;) ke — i Ni]
0 <Si€[N;1,Niz] k= (0,Ny]
\ [ € (NigN;) k€(i— Ny Ni]

(3.6.7)

(3.6.8)

(3.6.9)

300900 49bEGHMgds gbodegdg0s 5dmzbLbsm Bgws Mgwrsduogools

0395300 890MEOL godmygbgdom [63].

39630bo Mo MOHIOH060 LEBIEF0MbIOMO 0FEIMEF0WO QSBEHMEGdS (S

0AIMEG0E0 35605393HM0m) 356Mmbozm®mo Laboon:

¢ _
T"‘(A(P_f)—o

B

s+1 _ ,,S

4

(3.6.10)
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399m300m0 5060336900

A=ATP 4+ 4*
B=(D+0A") (3.6.11)
o =0° = const
30300090™
M =00-0)p>—0cD A @St 1+ AT@5—f]=0 (3.6.12)
bos3
D = —6E Dl= 1E
= ) =5

X,Z X,Z
- - — — +
A —ZAE, D—ZDS, A+—ZA§
3 ¢ ¢

_ _ +

@, m=0 2
|( 1 (P Pms+r, Mm=0
pu {p m-1, M € (0, Np,) 4 15
@Y= § ) Y= )
¢ 2 ¢ IP(pm+1! m e (Ol Nm)
Lp(pm—li m = Ny, L §
3 @, m=N,
2
Dep = -z ommE [0, Ny ]
§
o3 999b90s § JsOrn3mmbgols Jgdmbggzsdo
5=2(5+ L4 ) = const
)T cons
A®339300L 990mbggzsdo
( L ie[ony
Dyq® T
2 N
_— 1 = .
(Ax1 + 4y)4, b 0 =
1 1
5 == 2 3 F i € (Ni,li Ni,Z) + F L € (0; Nl)
X Z
T i= Ny
(Ay2 + 4,)4,
i € (Nj,, N;
K Ax,zz ( i,2 l]

DMPomdOL 99N DOM©ez50  Poghgdmm  Mgzdm  dImbabgMbgdgero

a3mOIon
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(pS+1 — (pS — O.D—l[A—(pS-l'l + (D +A+)(ps _f] = 0 (3.6.13)
d0300090™

(pS‘l'l — (ps +%(A(p515+1 — f) = O (36.14)

Boog @t FomBmoyabl 339 350Mm3Eoo @ FoTMBIMZEYO
36003690m™d900l  99Ggme  39J@™ML,  0dobEs  dobgwzom vy 6o

9095009300 3356 b FsGHH0EOL sl 3OHMYMHTO SEAMOHOMIOL
950D gd0l OHMU.

3963060 Mmm 1530L¥IB9E0 BYI30MOL FObEHMMWGdS S A9TM309356Mm™
3M5BGH930MbMME0 $3MbIbLYGBO M3gMOEMOHImo Loboom

02
_19ﬁ<p +Ap—f)=0,(z=0) (3.6.15)
bogS3
9= 2
=5

A f 3560L5BE3Mgds dglodsdols (3.6.3)-(3.6.4) FsO03MNbYEOLY S
(3.6.6)-(3.6.9) BH©39300L MYl  RMOIMgdom, MmEs z = 0. JoEydMo
3906@Mmgds  GgLodargdgeros  58moblbsl  LsdIM0sbo  HMVLESFOMbIGWMWO
Lbgomd0mo dgommEom.

39630bomm BsddMH0560 5MLEHE0MbIGOMEO A5B6EHMEgds 356MmbozMGo

Lsboo
(pn+1 _ ¢n—1
B——r——+R(p™" = 29" + ") + (4p" ~ f) = 0 (3.6.16)
t

©53483500

9 2
B=0; R=——=E+7t4 9=—; 1€[01] (3.6.17)

A7 A,

d030090m

_i((pn+1 _ 2(pn + (pn—l) +
A? (3.6.18)

+(TA(P™ + 9" ) + (1 - 2D Ap™) — f =0
50030005 358396Mmm, HMI HMmEaL T = 0 33543L (3boO sTMbBsblgbo
2
t

A
P = —(=2¢™ + " 1) +§(A<pn —fM) =0 (3.6.19)
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3obg30bowmom  9gdmbggzs HmEqLsg T > 0. 99 Fgdmbgzsdo (3.6.18)
D060 gbl sGo3bo bdgdol o LoFoMMIOL 58MobLBLL (3.6.14) bdgdolimsb
9O MmEgbsg z < 0.

39053090Mm (3.6.18) O™l n ggbolimzgol 99dwgyo Losbom

19 n
—A—§E+TA @

- (f”‘l - (2 %E +(1- 2T)A> et

t

1
- (—19 —E+ TA> <p”_2> =0
At
33996905

Ap— f=0 k=N,
n=12,.. 3.6.20
{A<p—f=0 0<k<N/' ¥ (36.20)

bogS3

9 -
A=R=-—E+1A=—9JE+14A

t
~ 1 2

19=A£Z, ﬁzﬁA—gzm (3.6.21)
f=Ff-2IE+1-20)4)p" ! — (= IE + 74) "2
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3m9oMgds 155356BMm0egd0sbo (3D) 53mbsblsgbols gsdmygbgdom

Lo3QOBEBMIogdosbo  (3D) 99mE3sboL  25dmyqbgds  oBsbdghmboeros

39609600 Fgoamlo@g3zqgdolomzgol  9b/s  iGdIMGo  d3gs  d0gRdo
399mobgdwo  ©3sOEmawo b gfiggdwo  bigsom  psdmfzgreo
994G MOO  BHOWMIOOL O3 YOOLIMZOL,  5ToLMSD  FglodergdgE0s
390035¢0{0bgdwo 0dbgl Mgocm©o GL3GMHOL IbsBEMBdS S WIGHOMEOO
AGIO0GHMM05Dg  9OBYOMWO  3000MOMEHJJ603MM0, LsTgbgd™, Logbom vy
653060593030 65390Md700. 859 00LIMZ0L  2obgzobowmm  IGHOMMOE
A9IO0GHMM05Hg 5OBYOLIEO FogoLEBHMIMHO boo s Jobo dYMHRgdo.

A

nxyt) ,
A
Z A 4
d X
0
i =0
o0, e )
; 5=0
-h(x,y)=-ho w=0

(655.3.9.1) 3530LEME BoEMB sbaml FigsenoEMIOL MM sEHIMOO

A9IP0GHMM05DY 35M3MBME0/dg)yadryeo 653500l dgpobgdols
19995 0BoMGdIMEO Ls56g50M08M lsggds

539193500 O 35033 96/ 8ghygd o Bsgool gdmligersls
593L 083ELIHO boLos™O X = 0 FJMHPOEIL S 500[gMHgds BMOTMOm
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= _ ucell(x: Z, t) t < tcen
u= { 0 >ty (3.9.1)
boenm gzgmws bgs LoBJo6ggdo bryanmgzsbos
V=Uv=u=w=0 (3.9.2)

b0 Ugey(x,2,t) gmbdgool VgMBgzs bs dmbgl  IMsz5¢00
399 BHMOOL om35¢olfobgdom MHMIGEoE 3ol 33¢930L Logsbl d9goyqbl,
052658  BMYoMdol  FgBOM©Oz9©  do0sb  LHGexgo s  bobdmzarg
(08399bM0)  9dmEobgdol MMl FgbodergdgEros  S300M™  MMYME3

3903390 56M9BY (x, 2) € 08, FoblsBL3zE™MEo 3mdogzo BMbJaos.

Y

(656.3.9.2) Ls5bg56M0dM HoEbz0mo B3] b)emMgsb0 sGOL Josmgserolfiobgdom
306005000 560l Bogbom s oMOMSE LBMZsMBY

39605 5305 83990 5aMgM39 553gdM39d0/3)MHK OO MMTIWDS 56
@5 LEBOZMO0 50360d6Mmm Fglsdsdobs w + dw, IMEgdMe sHOL Mbs3zgmMs
£ + 90 569D 335993l Jos 3gs® LEBOZIOL dw S FoS JAMINH YOI
Bm@mg9b 56H9L w. 0MYdMEo MYLIMZ0L oMY ME0s 5x0BsbOL LolsDLgOM
306900, borwm bmemgsb s09Bg 3m@Egbgoswo bmeos.

6900s60b (G969 83500L) bsbs bzt 30685 byerm356 bs bmzs69

0
m?l,, = 0 (3.9.3)
356(9¢m985 br9em 356 569Bg
¢lo=0 (3.9.4)
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(3.9.1)-(3.9.4) 306>Md9d0L TsBHYds LOLEYIsBY Bo3doMOLOS SBM360L
(03EbH30000 IMEYI0EOHJOOLIMZOL. M55 99b9ds BLIGOOLS s BIMIOOL DMUE)
5360mdLods30sL 5953 3099699, 93069 Dmdols domnIMmbo
3565993039 JI0mM ML IGIODs300L  3M0b3odl s byermzsbo
5699000 9903L90s Ys610 569 00O BEDBOZMOL Fotod.

a) b)

(655.3.9.3) LssbgsH0dM HoEb30m0 B3¢y bremzsh s6gbYg s ol LyBEgsMBY. a)
3503030 §mM3s; b) Gormeo mETs 4g9ws dglisdenem isbol bslisbrghm
Dad@omgdols gtomdeomdoo

59m3sbols Gglisdsdolbo Goibgzomo dsg brermgsbo sMgly sds@EHgdomo
090G0gdol omzseobfiobgdom dmEgdmeos (3.9.2) BobsBby. 4oblsborggwo
50m3sbs  9M©S  MYAMWIOHImo s LdBO3MOL  FaMEGH0wgdols  F9oi3e3L
390Lo3MPMGPM  FadGHow oL, MHmIgeog  HoMmBmoygbl  sMgl  doaboo
0531900 bbgwyarol HBgsdo®b.

Bobobbg  (309.3.9.3) dmEgdMeos  Bmeomgsbo  s6gl  dogoomqdo,
350 GH030 S MM IGO0l Loboom. 8935035bmom JoMEGH030 BMMIs (3.2.2.9).
dm39dwo  gm®mds 9903938 8060 mO 930 gdgEo  F9MEGH0W9doL
5m©OYbMdsL 533960l MoEbzom doYbY 93MHMJLOTs300LIMZOL. FMETOL
402600 56MH0L 69em3z3560 oM EHowo Py HMIobmgolsg doMmmgdweos Gmemds
@ik = 0. §9OGH0wobsmgol Py @5 dobo sbomyn®o brewmgsbo Lsbugmol

090G gdolomz0L 50w 5d3l 339 @obboem Bgodsbols LolsbEgmm
306MdL, MHMEgLE LORJIMYId0 breEmzsbos.
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(655.3.9.4) L5396BMFogd0s6o 3D GoEbzomo sdmbsbligbom dowgdmwo
0350380 653500L 993mlzerol 390990 HoMdmddbogro gsbogo, a@Mdogo
5 06¢)96589M9630MEo MHYg3990L S3LIB3gEO 3OMBOEGdO.
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305530399 (65H.3.9.4) ImEgdmeos gobboremo Lssby®odm Ldgdgdoom
5dmblbowo  s9m3obol  Fggav  domgdmeo  gobogo,  a®dogzo Qo
063 96339609630wo 993990l GHow OO 3OHMBOMGIO0. 40953039006 BIBL
) OHMYMO bgds bLbgoolibgs MHML @owmol go3M39wgds s dgbodsdols
RIOODY 96933, LMoL OLEOL LsfobssdIam ™865808EI3MMdOm, M3
9ODNBs0MS©  29653060MdGBL GO gdom  godmf3gm  LogMmmbgl MMM
900056 d0sdmdo, obg 30MMEHGI603MEO 6539dMd9dBY s 303 ghmbgew
5Q3BEGHMOIOL  LETRI6BMIoEgdosbo  (3D)  dm@grgdol 4sdmygbgdol
53(30€093 ML BMLEO 49030 9d0L Lo FOMHMGOOLIMZ0U.

50L603b65305, ®MI E5349F5390MEP0 F9NMEO300 TgLodEgdE0s 565
3oOGM 0350O3MABMYwo s d9PYgH o dmgzwgbgdol O™ Homdmddbowo
Ao 9dol dgLHogas, 56599 Fyowlio®gaqdls s 3obatggddo Bodo®lsdogo
@5 bbgs Lobol 30OmMEYI603Me b5390Mmd9d0BYg 9JuEHMYFo MO LoEYI3E0gd0L
dsboliosmgdegdol, LoBJoMobs s (6930l a93agbols TgxzoLgdsE. oM@ 530Ls
9m399o 39mMmE03s gbsdergdgeros godmygbgdaro 0gbsl bmzol Lsbsdo®mm
bmob 9duEHM9Iom@o Lo@oEogdoL 4sdmd3g3o dmgegbgdol dgLfasgerols
©OMLs [8, 10, 15].
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4. {goalbisEogdo m3sMmEMBMEo bszsol 850mmobgdols
3509853037900 3mEgE0©gds, 33009 593¢mo@EE0sbo
H9930L g0l MGY6DBMIogdosbo (2D)
3903900l 565¢00BMMO 53Mbsbligbols 453mygbgdoo

4.1. 5303560L BMIMEOMYDS, [fgoelisEsgdo 3sMEMBMEo 63350l
33030 399067000 fs®3mgdbowro smByscgdgeo s8m3sbols
365000 B0 59mbsbligho

59m 3560l BMOIMomgds FoMdmgdl d306M9533w0EI©05b0 GHowmgdol
09MMH00L Borwd3zge by, 00 339000 MM yselogsgdo Lomby 0YSEMMO.,
56539035000 5 3MAMSMBS 3:mEH9bE0ME0s. 58 99nb393530 39O EH0IOWEMS®
0MHGHYgo  $3mEsbol  BMOMIME0Mgds  ByMIsmgmdl Ap =0  @odsbol
396@Mgdol  53mblbsdo, dglsdsdolo Lofigolo @s LsbsBEzMM 306HMdYBOL

62
ax?

+ 2 6ol

822

©OML, Bosg @(x,z,t) sMHob LoBds®Ol 3m@EHgbiEoswo s 4 =

@W53dLOL M39MdEGHMMO.

(6sb.4.1.1) LEBH®oGOBOFOMYPDOYEO MZ5MEMBOL figselbiozsgdo 8gdmmobgdolss s
9ol gl3gMHBY IndMmMBdOL B985 Fo®dmgabomo sMslEsE0MbsGwmo
GO0 3OHM3gLOL 2sbLsBO3MOL LssbysModm lsgdgds
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396dm© v gobgzobosgm L Log®dols s H Low®dol ds®mzmmbgool
1MoL §gobsEogol Losbas®odm Lggdsl (bsb.4.1.1), gL3gOBY V35OEMRBOL
999m@06900L 306MHMds 0693

(( 0 ;X E [0: Scell)
| D.u,
do _ _ We = ;X € [Scell' Scen + Bc] ;0<st<t,
6_ = Weeun = Bc
0 ;x€(Sceu+L] (4.1.1)
k 0 ite <t

S _{uct ;0<t<t,
cell =S, =uct, ;t. <t

1b35 LobOBEOZOM 30MHMDYdO 0039 MBJdS S HFM(3565L 5d3L 9o Laby

IPY39H80b 3569985
0%2p 0%
% + 377 0 (4.1.2)

bsbs @362 3068s dys bs 36098y

0 0
d . % _,
ox x=0 dx x=L
dg (4.1.3)
9z et = Weeu
0530b299%5¢0 BYs30(H0L 3065028
10%¢ dp| 0
g otz _ 0zl B (4.1.4)
03O IS
_ 1d¢
n= Tgoat s (4.1.5)

300900 A56GHM9dsmS BOLEGYAOL b5 ODMEGO 53MbLBOLIMZOL K96
39900g9gbgds  s3slol 0bG MmO 25MmHJIbol dgomEo  t-33EsEOL
d00sOm, 9909y 30 BWOOIL LELEOO  3MLOBML-2MJIBOL  FgomoO.
30000 @ g3mbd309-5bb30L  LEFSWgdom 0dgdbgds dolo  TgLlodsdolo

2bJ309-mMH0a0bsemo @, (2, t), 8999y 30 Lsdogdgwo SdmEsbols 1wmbdaos-
59mboblgbo ¢ (x, z, t), 99990 Lobom

1 co
9(x2,0) =50o(z 1) + Z (cos(amx) - Pm(z, 1)) (4.1.6)
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3m3H9b3E0seol  2odmm3ol  godmlbobegdosb  gobolyBrzmgds

Dgolisogogol  fyawol  Bgsdo®Bg  GHoweOHo  3Omzowol  s3bobggwo
2bJ30Mbse M0 ©s3M30YIMgds 99390 Loboom

1d¢
(x, t) = —-—— =
1 9 at z=0
_ 1agez=0,t) 1 z ( )a(pm(z =0,t) (4.1.7)
==3 3 ry cos(a,x 3t
m=

d9L53EGdY0s 53MGJN3g 9b3LIBYIOM™, 30EMMPObsdozmMo (1693900
Dgolisgogol 69d0ldogH 3390080, 3960dmE 39dbol Bos)Hbgm Bgs3om by,

Omqbsg x = L
_ 0p|  0¢e(z,t) N 0pm(z,t)
p(z,t) =p ol =P ar +p Z cos(amlL) o (4.1.8)

m=1
PoPm  BIBJe0gR0L  3dmozs  EIGICYME  pvbborgwos
0.33909L0560L BsdMMIg0Tdo, oo dmMob [6, 7, 32, 33], 530GMIs3 5 SV

3ob30bowsgm.
50539 9MHMIgOoL  mobsbds, BmYsMdol  FgbM©ezs© (X, t)
13bJ30s 890dwgds Homdmgzsaobma d9dgyo Lobom

n(x, ) =mno(x, t) + Z Nm (%, ) (4.1.9)
m=1

bogS3

t
1
no(x,t) = JE[WO("'TMT 0<t<t,

0
\ Mno(x,te) 5t <t (4.1.10)

t

Nm(x, t) = E,, j Wi (x, £) cos(bp, (t — 7)) dt
0

30090 29bFGHMEgd9dd0  gobgLoBrzdmom  Fgdsgscro  LobBdoMggdo

dm39999o LoEoYqdoL Jobggzom
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Sc(t)+Bc(t)
2 2w,
wo(x, t) = 7 We dx = T
Sc(t)
Sc(®)+Bc(t) (41 1 1)

Bc

2
Wy (x, t) = Ve J cos(a,,x) dx
Sc(t)

d9Lodsdolo  50b0dzbgdols @S 0bFHYMOEgdOL  Asdmmzerols d9dwgy
LOOME MM A96GHMgds B0(gM9ds T9d9YAbs0MmS©

N
N =10+ ) im0

L
cos(a,x) _ Deuc

ch(a,H)' "¢~ B,

;0<st <t
lo(®) = {ic ;tc<<tt< t
(COS bm - 1)]1,m(t) + Sin(bm)]z,m(t)

m

c Cc 2
Mo(0) = T (Belo®), M) = K<a— Em(x)1m<t)>

Em(x) =

Im(t) =

¢z —dz,
Jim (@) = ¢ cos(dyt) + (4.1.12)
{—cm cos(cpt) 0<t<t,
d,, sin(cpt,) sin(d,At) — ¢, cos(cpt,) cos(d,At) t, <t

]Z,m(t) = _dm Sin(dmt) +

{cm sin(c,,t) 0<t<t,
dy cos(cpte) sin(d,At) + ¢, sin(ct.) cos(dp,At) t. <t
I
A =7, b,, = ayB., Cm = AU,
dym =+ gam, th(a,H), At =t —t,
N,, = o

3obg30bowmm  0356O3mzom  Ho@dmgdbowo  GHowmwmemo  3GmiEgLol
300900 BMOIMWO0 J5565M08900L oasEomo.

0585¢m0030:
©3503MgB0, OOl Lodswegs D.=59 99dmeol L=25000 Log®dols s

H=500 ULom®dol fyowlsogsgdo S.=6500 0ds6dowbg u.=63/§d ULoBJs®ro0.

39358358Mmm g5050b6900L LorMmby.
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30mbsbligbo:

5300M0 Bs565Mm0dM Uggds (bb.4.1.1). 450Mm30mM35¢Mmm S33¢0E“OL
9600936903900 MMl Lbgsolibgs dmdgbEobsmazol x = L 358bgob Jodbg o
535pmm  1(L,t)  ©8m3009dmgdol  3msx3030, MHmIwol  dobgwozomss
39230005  89356MB0MD  trgy OMIGELSE FgLods3YDS Nmax FoJBOToMEO
5330S 5353M0 GOXOYIM0 3MMBOWd0 MHMIgEoE F99Lsds990s MH™MOL
bbgoollbgs dmdgb3gdl  dodbodogrMo  s33ero@wol  dglsdsdolo MO
Bomgmom. (65b.4.1.2) 259mbobmeos dmEgdmeo  3535¢0mol  d9Lsdsdolo
GOOMMH0 3OMBOGI0 OOMOL bbgoolbgs dmdgbdobomgol t; = 31.6,t, =
64.4,t; = 97.0 {0, OH™IgeoE 509005 3000609 653500 dMIMOMIL @ ,ty =
128.5 {3 95JL0ToEMMO  saMmEOOL OML, GMmEILsEg 6535000l  FMIOIMDS

99696 90M00s.

L=2500m, H=50m, nm)
Se=650m, Dc=35m, Uc=6m/s 1 36

T2

1,=128.55(s) 128

1,=31.57(s) 1,=64.40 (s) £,=96.98 (s)

Amplitude

.y
=2}

112
1 os

1 04

d 0.0

Se(m) x=L(m)

2500 —

800
900
000
100
200
300
400
500
500:—
700
800
900
2000
2100
2200
2300
2400:—

—_ = = = = = o o o o

(65b.4.1.2) 03503mx80L B3O IMdHsmMIOL 39IR90 EOMOL bgsslibgs
3c396¢do §o®3mJabowo EsemuMo 3MHMmu0mgdo s W335MEMAoL dogH
396300 dsbdogro
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OMamO3  bobsboob  hsbL, 9©0bodbmwo 35HEMABOL  Fyswlsgogdo
o3bEmgzqd0m V4 356doebg d99mbgerols 89gas© 35dbsermsb dsglodsen®o
©@MboL 55935 BHM0S Niax=3.6 39EHOOU.

dgazslinds:

9390 dogowomdo gobbowrmeos Lydwserm Lodserols 3sdberols
39000b3935, OHMEILSE 856530 bmMTsermMo FgBHdomeMm3z0oLs s 35dbeol Jodol
©@Mbgl Jmol F9oa9bL 1.5...2.5 I9EHOU. 5933505 296bowmmo 35O EMBEo
dmgwgbols 990mbgzg3zsdo sowo 9946905 GHowmol 25o0bgdsls 35dberols
J03bg, O™Igdsz OHMOL Bs3doM0Lo bsbaMAM03mdOL J9dmbggzsdo Ggodergds
390m0f30mb 35dbeols Hoegibzs s baMg3zs 96/s J3gs 309RT0 IEGHOdMO3S.
o3 999b905 290506900L  BBAMAO3MOOL  oBLIBOZIML, A5630boEISz3m
999p™d 0539000.

4.2. igsemlss3s3do 33030 Gosenme®o MYyg3ol 3GMmsgliols
©533b3L0smNgdYo 663bgd0

(Bob.4.1.1)  Loobpo®modm  Udgdol  mobobdo®  ©3sMEMzol  doge

39993600 {yerol ImEmemds

t
Dcsceu(t) = BCWC f dt 0<t< t.
0

(4.2.1)
D.S, = B,wgt, t,<t
Dommza0bmo (4.1.12) Bmaso Lsboo 99dgabso®o
n(x, ) =no(t) + Mk (x, 1)
W (t t<t,
Uo(t) - TBC {tc t>t,
(4.2.2)

Nm
w
nk(x' t) = Z nm(x' t) = Tclp(x' ¢, L' H' BC' tc)
m=1

Y g9964300L 296DmAogdss 8.3. h3gbmzol LsobEHgMglbms dgdmbggzs
OMEYLYE  ©350E3MxBoL  999mEobgds  ILEOWMEIGOIos by t > t.. (4.2.1)
RMOIMol 0sbsbdo dogomgdm
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© = D.S, (.6) = DS . Dcuc ot
mo(®) =——  m(x —BCtCLtlf— B.L Y, c (4.2.3)
Q)b
DC uC
U(X, t) = T(Sc + B_CIIJ) , t >t (4.2.4)

dm3999wo 33900LmM30L s OMOL BoJuLoMmYdMEo Bmdgb@Eolsmgol,
35250mMo©, OMEILSE X = L @5 933eo@s s0figgl 9sduodmal 1 = Nax
RMOIMs (4.2.4) G90d@gds Sgmo bLsbom Bsofgemls

D, Ue —
=75+ B—Czp(L, H,Sc,uc, Bc) (4.2.5)

300900 (4.2.5) 58mbsblgbo dglodargdgeros gobzsbmysmm 0wy
39005309600 56(5256M0¢g00560 BMGOIom

% D: % uz‘ Tk [T* * * * * *
n = F Sc + Ed} (L :SC'uC'Bc) =T + Mk (426)
c
bogS3
Tk(T* C* ,,% D* -1 g
Y (L Seue B =y |
1 D; Mo Deuc —, My
*:—‘ *:—S*__, =Yt =—
=g Mo ="7w>c =g Me = Bglp H
* L * DC * SC * BC * uc
Ve Petw STwe BTw T

RMOIMNWIO0E6  Mdmoemmo  BsBL, O™ ©35M3EmBol  dogH
396960Mgdmo  Gowreol 7 533wodms dobo D, Lobdol
30M30M3OM3MOE0MWO0s.  BOXOOL  533o@M©sbg  Bb3gs  Losbyo®odm
3565393900l B, Sc, U, 393egbols go6LsD3mOL 80Bbom Bo@oMgdmwo oym
303309)3H9OHI0 om3wgd0. 9900939035 5B3969L, M0I B, 990530009008 Dmbols
Lboa®dg 9609369cm3bs o6  sbabl  29309bsl  BodLoToErMEO  BHo ol
LodoEgbg, 9d0FHMI SOb0IBMEEO  2osbAIM0TGOIOOL OML Ol S0MIOMOS
G063 dodogo boog [72, 73, 75].

390b5m5b S¢, U 396589BHMGIOL 253965 IMBwro 3003900 GHOwMols
Nmax 0996035 MH 533¢0EHMI>DY IME9FYWos BobsbBy (b9b.4.2.1)(a,b), bergoem
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Pgoambogogdo  fomdmgdboro Gyggomo 3MmEgbol  dglobgd  Homdmagbsl
335993l (65b.4.2.2)(a,b) 5903000904930l 3659303900.

a
0.16
% * * T %

L’=50, Dc’=0.1, B¢'=0.2, Uc=0.25 }t —f L 0.14
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- L 012
------------------------------------------------ Lot

I =
0.08 g
___________________________________________________________________________________________________________________ =
=,
*__ * S
----------------------------------------------------- n"=f(8") — 0=
------------------------------------------------------------------------------------------------- L 0.04
---------------------------------------- . . Y
"= f(8¢%)
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
Sc*
0.24
* * * *
L=50, Dc’=0.1, Bc=0.2, S¢=10 | L 020
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------- L 016
)
=
s
---------------------------------------------------------- 012 §
g
<
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 008
------------------------------------------------------------------------------------ L 0.04
. } T } T } T } T } T } T } T } T } T } T } T 0.00
0000 0180 0226 0271 0316 0361 0406 0451 0496 0541 0586 0631 0677
Uc*

(655.4.2.1) 358b¢rob 3390030 gL MEO 533e0EMEOL 35O EMBOL
35659930909 ©3M3009dgdoL 53BsH3YMO 3655303900 GS®9dols
56933@0ls s 0bEIORIMIBE00L gomgzgsmmolifjobgdoom: (a) @zsmimyols dogh
39630 356dogbg 1 = f(S¢) ©s8m300gdvmgds; (b) @35 MGl LoBdstg by
N = f(uc) ©sBmzo@odrwwgds
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----------------------------- L'=50, De'=0.1, Be'=0.2, Ue'=0.25 | 1

e -2

—tt—t———t—t————t+——+————t——t——t———F—1 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

Se*

24

------ L'=50, Dc'=0.1, Bc'=0.2, S¢=10 | =

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 116

--------------------------------------------------------------------------------- = flUey) P

—tt "+ 0
0.000 0180 0226 0271 0316 0361 0406 0451 049 0541 0586 0631 0677

Uce*

(65b.4.2.2) 358b¢00lL 3390030 BHOOMMHO MbEMEsE09d0L M35GEMRBOL
3505393 M09 ©53M30dEgdol 53Bsb3gMo 3695303900 519330l S
0b639mx39096300L gomgzgsmolifjobgdom: (a) wzsmimgzol dogh asbgeroem
956doanbg P~ = f(S¢) 58m30098mmgds; (b) 35MEmEBoL oBJshgbg P =
f (uz) ©059m3000g0wengds




3658303930l BMOAsL  496306MHMBIOL  WZ9MEMB0M  39bgHOMGdIMO
30653000 5 §Ysebo3Eo30L dMEMEHIO0Ib x = 0, x = L 560930000 3owmqdol
MON0YOHNHIWOIOY, By 06@ 965396096300 mbmwsizogdo.
3993960 3039960 {93900 F0M0MSI® Fob30MMBYGOME0s [Yoelogsgzol
Logmmato  Obg3zgdol  306M39wo s dgmMg  3560HImbozol  (gmE®dol)
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	(ნახ.2.3.2) საანგარიშო სქემა მარჩხი წყლის სასაზღვრო ამოცანის შესწავლის მიზნით

	2.4. ტალღური ამოცანები არაგანზომილებიანი სახით

	3. სამთო ვიწრო წყალსაცავში ღვარცოფული ნაკადის შემოდინების მათემატიკური მოდელირება მცირე ამპლიტუდიანი ტალღების თეორიის ორი და სამ  განზომილებიანი (2D, 3D) განტოლების რიცხვითი ამონახსენის გამოყენებით
	3.1. ნაკადის პოტენციური მოძრაობის ორგანზომილებიანი (2D) სასაზღვრო ამოცანა; არაგანზომილებიანი სახე მართკუთხედისა და ტრაპეციის ფორმის არეზე
	(ნახ.3.1.1) საანგარიშო სქემა შემოსაზღვრულ არეზე ტალღური ორგანზომილებიანი (2D) პოტენციური ამოცანის შესწავლის მიზნით
	(ნახ.3.1.2) საანგარიშო სქემა მართკუთხედის ფორმის შემოსაზღვრულ არეზე ტალღური ორგანზომილებიანი (2D) პოტენციური ამოცანის შესწავლის მიზნით
	(ნახ.3.1.3) საანგარიშო სქემა ტრაპეციის ფორმის შემოსაზღვრულ არეზე ტალღური ორგანზომილებიანი (2D) პოტენციური ამოცანის შესწავლის მიზნით

	3.2. ნაკადის პოტენციური მოძრაობის ორგანზომილებიანი (2D) სასაზღვრო ამოცანის რიცხვითი მოდელირება მართკუთხედის ფორმის არეზე
	(ნახ.3.2.1) საანგარიშო სქემა შემოსაზღვრულ მართკუთხა რიცხვით ბადეზე ტალღური ორგანზომილებიანი (2D) ამოცანის შესწავლის მიზნით

	3.3. ნაკადის პოტენციური მოძრაობის ორგანზომილებიანი (2D) სასაზღვრო ამოცანა სასრულ სხვაობითი სახით მართკუთხედის ფორმის არეზე
	3.4. ნაკადის პოტენციური მოძრაობის ორგანზომილებიანი (2D) სასაზღვრო ამოცანის რიცხვითი ამონახსენი ტრაპეციის ფორმის არის შემთხვევაში
	(ნახ.3.4.1) საანგარიშო სქემა შემოსაზღვრულ ტრაპეციის ფორმის რიცხვით ბადეზე ტალღური ორგანზომილებიანი (2D) ამოცანის შესწავლის მიზნით

	3.5. ნაკადის პოტენციური მოძრაობის ორგანზომილებიანი (2D) სასაზღვრო ამოცანა სასრულ სხვაობითი სახით ტრაპეციის  ფორმის არეზე
	3.6. ტალღური ამოცანა ალგებრული ოპერატორული ფორმით; იტერაციული ამონახსენი
	3.7. სამთო ვიწრო წყალსაცავში ღვარცოფული ნაკადის გრძივი და განივი შემოდინების რიცხვითი მოდელირება ორგანზომილებიანი (2D) ამონახსენის გამოყენებით
	(ნახ.3.7.1) საანგარიშო სქემა ღვარცოფული ნაკადის წყალსატევში შესვლით გამოწვეული ექსტრემალური ტალღების გრძივი რყევების შესწავლის მიზნით
	(ნახ.3.7.2) დახრილი ფსკერის მქონე სამთო ვიწრო წყალსაცავში ღვარცოფული ნაკადის შემოდინების საანგარიშო რიცხვითი ბადე სასრულ სხვაობითი მეთოდის (მართკუთხა აპროქსიმაცია) საფუძველზე

	3.8. სამგანზომილებიანი (3D) რიცხვითი ამონახსენი
	(ნახ.3.8.1) საანგარიშო სქემა შემოსაზღვრულ მართკუთხა რიცხვით ბადეზე ტალღური სამგანზომილებიანი (3D) ამოცანის შესწავლის მიზნით

	3.9. წყალსატევში ღვარცოფული ნაკადის შემოდინების რიცხვითი მოდელირება სამგანზომილებიანი (3D) ამონახსენის გამოყენებით
	(ნახ.3.9.1) მაგისტრალურ ხიდთან ახლოს წყალდიდობის დროს დატბორილ ტერიტორიაზე ღვარცოფული/მეწყერული ნაკადის შედინების სქემატიზირებული საანგარიშო სქემა
	(ნახ.3.9.2) საანგარიშო რიცხვითი ბადე ნულოვანი არის გათვალისწინებით ძირითადი არის შიგნით და ძირითად საზღვარზე
	(ნახ.3.9.3) საანგარიშო რიცხვითი ბადე ნულოვან არეზე და მის საზღვარზე. a) მარტივი ფორმა; b) რთული ფორმა ყველა შესაძლო სახის სასაზღვრო წერტილების ერთობლიობით
	(ნახ.3.9.4) სამგანზომილებიანი 3D რიცხვითი ამონახსენით მიღებული ღვარცოფული ნაკადის შემოსვლის შედეგად წარმოქმნილი განივი, გრძივი და ინტერფერენციული რყევების ამსახველი პროფილები.


	4. წყალსაცავში ღვარცოფული ნაკადის შემოდინების მათემატიკური მოდელირება, მცირე ამპლიტუდიანი ტალღების თეორიის ორგანზომილებიანი (2D) განტოლების ანალიზური ამონახსენის გამოყენებით
	4.1. ამოცანის ფორმულირება, წყალსაცავში ღვარცოფული ნაკადის გრძივი შემოდინებით წარმოქმნილი დაუმყარებელი ამოცანის ანალიზური ამონახსენი
	(ნახ.4.1.1) სტრატიფიცირებული ღვარცოფის წყალსაცავში შემოდინებისა და მის ფსკერზე მოძრაობის შედეგად წარმოქმნილი არასტაციონარული ტალღური პროცესის განსაზღვრის საანგარიშო სქემა
	(ნახ.4.1.2) ღვარცოფის ფსკერზე მოძრაობის შედეგად დროის სხვადასხვა მომენტში წარმოქმნილი ტალღური პროფილები და ღვარცოფის მიერ განვლილი მანძილი

	4.2. წყალსაცავში გრძივი ტალღური რყევის პროცესის დამახასიათებელი ნიშნები
	(ნახ.4.2.1) კაშხლის კვეთში მაქსიმლური ამპლიტუდის ღვარცოფის პარამეტრებზე დამოკიდებულების ამსახველი გრაფიკები ტალღების არეკვლისა და ინტერფერენციის გათვალისწინებით: (a) ღვარცოფის მიერ განვლილ მანძილზე ,𝜼-∗.=𝒇(,𝑺-𝒄-∗.) დამოკიდებულება; (b) ღვარცოფის სი...
	(ნახ.4.2.2) კაშხლის კვეთში ტალღური ონდულაციების ღვარცოფის პარამეტრებზე დამოკიდებულების ამსახველი გრაფიკები არეკვლისა და ინტერფერენციის გათვალისწინებით: (a) ღვარცოფის მიერ განვლილ მანძილზე ,𝝍-∗.=𝒇(,𝑺-𝒄-∗.) დამოკიდებულება; (b) ღვარცოფის სიჩქარეზე ,�..
	(ნახ.4.2.3) კაშხლის კვეთში მაქსიმალური ამპლიტუდისა და ტალღური ონდულაციების მახასითებლის ღვარცოფის შემოდინების სიგრძეზე დამოკიდებულების ამსახველი გრაფიკები არეკვლისა და ინტერფერენციის გარეშე: (a) ,𝜼-∗.=𝒇(,𝑺-𝒄-∗.); (b) ,𝝍-∗.=𝒇,,𝑺-𝒄-∗..

	4.3. დახრილი ფერდობების მქონე კანიონის ტიპის წყალსაცავებსა და არხებში განივი ტალღური რყევების სასაზღვრო ამოცანის ფორმულირება და ანალიზური ამონახსენი
	(ნახ.4.3.1) კანიონის ტიპის წყალსაცავის (ან წყალგამტარი ტრაქტის) განივკვეთში არასტაციონარული ტალღების წარმოქმნის საანგარიშო სქემა ფერდობების სხვადასხვა დახრის კუთხის გათვალისწინებით
	(ნახ.4.3.2) ტალღის ამპლიტუდის ცვლილება დროში სამკუთხა და მართკუთხა შეთავსებულ არეებზე და ტალღური პროფილი მართკუთხედისა დასამკუთხედის ფორმულების შედარებისათვის
	(ნახ.4.3.3) მაქსიმალური ამპლიტუდის ფერდობის დახრის კუთხზე დამოკიდებულების გრაფიკი: a) მიღებული ანალიზური და რიცხვითი ამონახსნის შედარებითი პროფილები; b) ანალიზური და რიცხვითი ამონახსენის ფარდობითი გადხრის გრაფიკი


	5. კაშხალზე მაღალი მეწყერული ტალღის გადადინების მახასიათებლების განსაზღვრის მეთოდი
	5.1. პირველი მაქსიმალური ტალღის კაშხალზე გადადინების ხანგრძლივობისა და სხვა მახასიათებლების განსაზღვრა ტალღის კაშხალზე აგორების გარეშე
	(ნახ.5.1.1) "გადადინების ფუნქციის"  ,𝒉-𝒐𝒗.(𝒕) აპროქსიმაცია სინუსოიდით, დისკრეტული დროის მიხედვით “სწრაფი” და “ნელი" მეწყერის შემთხვევაში
	(ნახ.5.1.2) კაშხალზე გადადინების ტალღის სიგრძის განსაზღვრის საანგარიშო სქემა ტალღის კაშხალზე აგორების გარეშე
	(ცხრ.5.1.1) ,𝒅-,𝜼-𝒐𝒗-𝒎𝒂𝒙.., ,𝒓-𝝀.,𝜹 დამოკიდებულებების ცხრილი


	5.2. პირველი მაქსიმალური ტალღის კაშხალზე გადადინების ხანგრძლივობისა და სხვა მახასიათებლების განსაზღვრა ტალღის კაშხალზე აგორების გათვალისწინებით
	(ნახ.5.2.1)  ღვარცოფით გამოწვეული ტალღის კაშხალთან მოსვლისა და გადადინების საანგარიშო სქემა აგორების გათვალისწინებით
	(ნახ.5.2.2) კაშხალზე გადადინების ხანგრძლივობის განსაზღვრის საანგარიშო სქემა ტალღის კაშხალზე აგორების შემთხვევაში

	5.3. გადადინების შეფასების ფორმულების გამოყენება და გადადინების დამატებითი მახასიათებლების პროგნოზირება
	(ცხრ.5.3.1) აგორების ,𝒌-𝒓. ფარდობითი მახასიათებლის საანგარიშო ცხრილი
	(ცხრ.5.3.2) ღვარცოფის შემოსვლის შედეგად წარმოქმნილი ექსტრემალური ტალღის ,𝝀-∗. სიგრძის საანგარიშო ცხრილი კაშხალთან ახლოს
	(ცხრ.5.3.3) ღვარცოფის შემოსვლის შედეგად წარმოქმნილი ექსტრემალური ტალღის ,𝒕-𝝀-∗. კაშხალთან აგორება და არეკვლის ხანგრძლივობის საანგარიშო ცხრილი
	(ცხრ.5.3.4) გადადინების სიჩქარეთა გადადინების სიმაღლეზე დამოკიდებულების ცხრილი
	(ნახ.5.3.1) წყალსაშვი ფარის გამოყენების ეფექტურობის შესწავლის საანგარიშო სქემის მაგალითი სქემატიზირებული  წყალსაცავისათვის
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