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Резюме 
 

На основе подхода Прангишвили-Обгадзе, в рамках равновесной экономики Кейнса, в 
работе предлагается новая математическая модель, с учётом запаздывания потребительского 
спроса, которая возникает из дефицита ресурсов в прошлом. Для исследования используется 
агрегированная величина национального дохода. В качестве функций инвестиции используется 
формула Гудвина с учётом принципа  акселерации Самуэльсона-Хикса. С разработанной общей 
модели экономической динамики, выводятся как частные случаи модель Матье,  Дьюфинга и 
Самуэльсона-Хикса.  
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1. Введение 
 

 Для современной экономики характерно периоды депрессии и оживления, т.е. 
периодическое изменение объема производства. Циклическое развитие экономики 
сопровождается высоким уровнем экономической активности в течение длительного времени, а 
затем его спадом. Существует много видов циклов. Волнообразное развитие присуще не только 
всей экономике в целом, но и ее отдельным составляющим. Например, циклы выпуска 
продукции, циклы эксплуатации оборудования и т.д. По концепции Кейнса – производство, 
распределение и расходы в национальном хозяйстве, определяются одним агрегированным 
фактором – национальным доходом. Национальный доход определяется эффективным спросом. 
Макроэкономическую теорию часто называют теорией доходов. Для моделирования 
экономических циклов Самуэльсоном и Хиксом была построена соответствующая 
математическая модель [1], далее, этот подход был развит в работах Гудвина [2], 
Прангишвили-Обгадзе [3-6,8] Тушишвили [7,9] и.т.д. В настоящей работе, математическая 
модель экономической динамики Прангишвили-Обгадзе, уточняется и обобщается с учётом 
запаздывания потребительского спроса, которая возныкает из дефицита ресурсов в прошлом.  

 
2. Построение обобщенной математической модели  

экономической динамики 
 
 Рассмотрим экономическую динамику в случае равновесной экономики, тогда следуя 

принципу акселерации Самуэльсона – Хикса[1] и представления инвестиций в форме 
Гудвина[2], полагаем, что экономическая динамика описывается уравнением равновесия 

)()()( tItCtX += ,   где                                                 (1) 
)(tC  - функция потребления, 

 )(tI  - инвестиционная политика. 
 

Функцию потребления с учётом запаздывания записываем в виде  

[ ] ττδτ dttXFetC
t

 ),()(
0
∫ −= − ,                                              (2) 

где, зависимость  F[X(t-τ), t] определяется на основе регрессионного анализа данных. 
Инвестиционная политика основывается на принципе акселерации Самуэльсона – Хикса, 

которую записываем в форме Гудвина[2], 

)()()( tXttI
⋅

⋅= β ,       где                                                       (3) 
        )(tβ - функция акселерации. 
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Подставляя соотношения (2) и (3) в уравнение (1), получаем интегро – 
дифференциальное уравнение экономической динамики  

  [ ] )(X(t)d ),()(
0

tttXFetX
t ⋅

− ⋅+−= ∫ βττδτ ,                                                            (4) 

Чтобы упростить интеграл в правой части уравнения (4), производим замену переменных 
по формуле 

τ−t =s, тогда ds=-d , .              
Подставляя, полученное выражение интеграла в (4) получаем уравнение экономической 
динамики в виде  

                                     (5)                                                                                  
Умножаем уравнение (5) на ,  тогда имеем 

.                                 (6) 
Чтобы избавится от интеграла в правой части уравнения (6), дифференцируем ее по 

параметру времени t , тогда получаем математическую модель экономической динамики в 
виде 

 +  + .             (7)                                                        
Если 0)( =tβ , тогда из (3) получаем 0)( =tI , что из (1) дает )()( tCtX = , 

т.е. соответствует случаю простого воспроизводства. 
Если же, нас интересует более весомый случай, чем простое воспроизводство, то 

допускаем что 0)( ≠tβ  и из (7) получаем обобщенную математическую модель 
экономической динамики в виде   

[ ] 0
)(

),()(
)(

1)()(
2

=
⋅−

+⋅
−+

+
⋅⋅−⋅

⋅
⋅⋅

t
XttXFetX

t
ttX

t

β
δ

β
δββ δ

.                          (8)   

К уравнению (8) присоединяем начальные условия 

   00 )0(X  ,)0( PXX ==
⋅

,                                                             (9) 
и получаем задачу Коши для обобщенной обыкновенной математической модели 
экономической динамики (8). 

Инвестиционную политику определяет функция акселерации β(t) , которая является 
параметром управления. Целью управления является стабильное развитие экономики, что 
отражается в законе изменения национального дохода  X(t), без разрушающих систему 
резонансных колебаний. 

 
3. Адекватность математической модели экономической динамики 

 
Для изучения адекватности  построенной  математической модели, рассмотрим 

некоторые ее частные случай, при различных функциях потребления и функции акселерации: 
а) рассматриваем случай, когда  

    0 t ,1)( >∧
−

=
⋅−

δ
β

δ tet ,                                                    (10) 

    [ ] ( ) }]9.0)(2cos1{[),( 22 XtXteettXF
t

t ⋅+−⋅⋅+⋅
−

⋅=
⋅−

⋅⋅ δεω
δ

δ
δ .            (11) 

Тогда из уравнения (8) получается уравнение Матье 

 ( ) 9.0)(2cos)( 2 =⋅⋅++
⋅⋅

tXttX εω ,                                        (12) 
Присоединяем начальные условия 
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1)0(X  ,1)0( ==
⋅

X .                                                         (13) 
При 5.0=ω  и 2.0=ε , на основе MATHCAD 2001 Professional получаем решение  

)(S , 10 tXtS == 〉〈〉〈  и  соответствующую картину на фазовой плоскости 





 ⋅

)(),( tXtX , 

где  )(2 tXS
⋅

〉〈 = , (Рис.1, 2);  
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Рис.1. Динамика национальной экономики Матье 

0 5 10 15 20 25 30 35
20

10

0

10

20
12.179

12.312−

S 2〈 〉

32.9260 S 1〈 〉
 

Рис.2. Картина динамики Матье на фазовой плоскости 
 
 
б) рассматриваем случай, когда  

const,     ,)( =∧= δβ tt                                                     (14) 
[ ] [ ] teXtAtXtXtttXF ⋅⋅⋅⋅+−⋅−−⋅= δδωβ 23 }3.0cos)()()({),(               (15) 

где 
      const.A  , == constω                                                     (16)  

Тогда из уравнения (6) получаем уравнение Дюффинга      

03.0cos)()()()( 3 =−⋅−−+⋅+
⋅⋅⋅

tAtXtXtXtX ωδ .                       (17) 
Присоединяем начальные условия 

               1)0(X  ,1)0( ==
⋅

X                                                         (18) 
При 0.25A  ,2.0 ==δ  и 1=ω , на основе MATHCAD 2001 Professional, получаем 

решение для национального дохода )(S , 10 tXtS == 〉〈〉〈 ,  и соответствующую картину на 

фазовой плоскости 





 ⋅

)(),( tXtX , где  )(2 tXS
⋅

〉〈 =  

(Рис. 3),  (Рис. 4); 
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Рис.3. Динамика национальной экономики Дюффинга 

 
 
 
 
  
 
 

 
 
 
 

Рис.4. Картина динамики Дюффинга на фазовой плоскости 
 
в) если рассмотреть случай, когда 

,)( constt =β       ,                                                                                          (19) 

1,h  ,)2()()( =
−−−

≈
⋅

h
htXhtXtX                                                                       (20) 

[ ] A,X(-h)   ),(),( −=⋅−⋅=
⋅

αα htXttXF     где                                                         (21)  
=A (прожиточный минимум) x (число жителей) , 

тогда из уравнения (4) получаем рекурентную модель Самуэльсона – Хикса. 
( ) AtXtXtX +−⋅−−⋅+= )2()1()( ββα                                      (22)              

 
3. Заключение 

Таким образом, мы проверили, что построенная в работе обобщенная математическая 
модель экономической динамики, в частных случаях, может превращаться в модель 
Самуэльсона – Хикса, модель Матье, модель Дюффинга и.т.д. Что, несомненно, говорит об 
адекватности рассмотренной математической модели. 

А, что самое главное, предложенная математическая модель дает возможность, в случае 
нахождения соответствующей функции потребления и функции акселерации, изучить 
экономическую динамику страны или региона, изучить соответствующие макроэкономические 
показатели и выработать оптимальную инвестиционную политику. 
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Summary 

 
         In this paper, based on a campaign-Prangishvili Obgadze, in equilibrium economics of Keynes, 
constructed a new mathematical model, taking into account the lag in consumer demand, which arises 
from the lack of resources in the past. To study used an aggregate value of national income. As an 
investment functionuses the formula Goodwin with the principle of acceleration of the 
SamuelsonHicks. With the developed general model of economic dynamics are derived as special 
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работе предлагается новая математическая модель, с учётом запаздывания потребительского 
спроса, которая возникает из дефицита ресурсов в прошлом. Для исследования используется 
агрегированная величина национального дохода. В качестве функций инвестиции используется 
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1. Введение 
 

 Для современной экономики характерно периоды депрессии и оживления, т.е. 
периодическое изменение объема производства. Циклическое развитие экономики 
сопровождается высоким уровнем экономической активности в течение длительного времени, а 
затем его спадом. Существует много видов циклов. Волнообразное развитие присуще не только 
всей экономике в целом, но и ее отдельным составляющим. Например, циклы выпуска 
продукции, циклы эксплуатации оборудования и т.д. По концепции Кейнса – производство, 
распределение и расходы в национальном хозяйстве, определяются одним агрегированным 
фактором – национальным доходом. Национальный доход определяется эффективным спросом. 
Макроэкономическую теорию часто называют теорией доходов. Для моделирования 
экономических циклов Самуэльсоном и Хиксом была построена соответствующая 
математическая модель [1], далее, этот подход был развит в работах Гудвина [2], 
Прангишвили-Обгадзе [3-6,8] Тушишвили [7,9] и.т.д. В настоящей работе, математическая 
модель экономической динамики Прангишвили-Обгадзе, уточняется и обобщается с учётом 
запаздывания потребительского спроса, которая возныкает из дефицита ресурсов в прошлом.  

 
2. Построение обобщенной математической модели  

экономической динамики 
 
 Рассмотрим экономическую динамику в случае равновесной экономики, тогда следуя 

принципу акселерации Самуэльсона – Хикса[1] и представления инвестиций в форме 
Гудвина[2], полагаем, что экономическая динамика описывается уравнением равновесия 

)()()( tItCtX += ,   где                                                 (1) 
)(tC  - функция потребления, 

 )(tI  - инвестиционная политика. 
 

Функцию потребления с учётом запаздывания записываем в виде  

[ ] ττδτ dttXFetC
t

 ),()(
0
∫ −= − ,                                              (2) 

где, зависимость  F[X(t-τ), t] определяется на основе регрессионного анализа данных. 
Инвестиционная политика основывается на принципе акселерации Самуэльсона – Хикса, 

которую записываем в форме Гудвина[2], 

)()()( tXttI
⋅

⋅= β ,       где                                                       (3) 
        )(tβ - функция акселерации. 
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Подставляя соотношения (2) и (3) в уравнение (1), получаем интегро – 
дифференциальное уравнение экономической динамики  

  [ ] )(X(t)d ),()(
0

tttXFetX
t ⋅

− ⋅+−= ∫ βττδτ ,                                                            (4) 

Чтобы упростить интеграл в правой части уравнения (4), производим замену переменных 
по формуле 

τ−t =s, тогда ds=-d , .              
Подставляя, полученное выражение интеграла в (4) получаем уравнение экономической 
динамики в виде  

                                     (5)                                                                                  
Умножаем уравнение (5) на ,  тогда имеем 

.                                 (6) 
Чтобы избавится от интеграла в правой части уравнения (6), дифференцируем ее по 

параметру времени t , тогда получаем математическую модель экономической динамики в 
виде 

 +  + .             (7)                                                        
Если 0)( =tβ , тогда из (3) получаем 0)( =tI , что из (1) дает )()( tCtX = , 

т.е. соответствует случаю простого воспроизводства. 
Если же, нас интересует более весомый случай, чем простое воспроизводство, то 

допускаем что 0)( ≠tβ  и из (7) получаем обобщенную математическую модель 
экономической динамики в виде   

[ ] 0
)(

),()(
)(

1)()(
2

=
⋅−

+⋅
−+

+
⋅⋅−⋅

⋅
⋅⋅

t
XttXFetX

t
ttX

t

β
δ

β
δββ δ

.                          (8)   

К уравнению (8) присоединяем начальные условия 

   00 )0(X  ,)0( PXX ==
⋅

,                                                             (9) 
и получаем задачу Коши для обобщенной обыкновенной математической модели 
экономической динамики (8). 

Инвестиционную политику определяет функция акселерации β(t) , которая является 
параметром управления. Целью управления является стабильное развитие экономики, что 
отражается в законе изменения национального дохода  X(t), без разрушающих систему 
резонансных колебаний. 

 
3. Адекватность математической модели экономической динамики 

 
Для изучения адекватности  построенной  математической модели, рассмотрим 

некоторые ее частные случай, при различных функциях потребления и функции акселерации: 
а) рассматриваем случай, когда  

    0 t ,1)( >∧
−

=
⋅−

δ
β

δ tet ,                                                    (10) 

    [ ] ( ) }]9.0)(2cos1{[),( 22 XtXteettXF
t

t ⋅+−⋅⋅+⋅
−

⋅=
⋅−

⋅⋅ δεω
δ

δ
δ .            (11) 

Тогда из уравнения (8) получается уравнение Матье 

 ( ) 9.0)(2cos)( 2 =⋅⋅++
⋅⋅

tXttX εω ,                                        (12) 
Присоединяем начальные условия 
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1)0(X  ,1)0( ==
⋅

X .                                                         (13) 
При 5.0=ω  и 2.0=ε , на основе MATHCAD 2001 Professional получаем решение  

)(S , 10 tXtS == 〉〈〉〈  и  соответствующую картину на фазовой плоскости 





 ⋅

)(),( tXtX , 

где  )(2 tXS
⋅

〉〈 = , (Рис.1, 2);  
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Рис.1. Динамика национальной экономики Матье 
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Рис.2. Картина динамики Матье на фазовой плоскости 
 
 
б) рассматриваем случай, когда  

const,     ,)( =∧= δβ tt                                                     (14) 
[ ] [ ] teXtAtXtXtttXF ⋅⋅⋅⋅+−⋅−−⋅= δδωβ 23 }3.0cos)()()({),(               (15) 

где 
      const.A  , == constω                                                     (16)  

Тогда из уравнения (6) получаем уравнение Дюффинга      

03.0cos)()()()( 3 =−⋅−−+⋅+
⋅⋅⋅

tAtXtXtXtX ωδ .                       (17) 
Присоединяем начальные условия 

               1)0(X  ,1)0( ==
⋅

X                                                         (18) 
При 0.25A  ,2.0 ==δ  и 1=ω , на основе MATHCAD 2001 Professional, получаем 

решение для национального дохода )(S , 10 tXtS == 〉〈〉〈 ,  и соответствующую картину на 

фазовой плоскости 





 ⋅

)(),( tXtX , где  )(2 tXS
⋅

〉〈 =  

(Рис. 3),  (Рис. 4); 
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Рис.3. Динамика национальной экономики Дюффинга 

 
 
 
 
  
 
 

 
 
 
 

Рис.4. Картина динамики Дюффинга на фазовой плоскости 
 
в) если рассмотреть случай, когда 

,)( constt =β       ,                                                                                          (19) 

1,h  ,)2()()( =
−−−

≈
⋅

h
htXhtXtX                                                                       (20) 

[ ] A,X(-h)   ),(),( −=⋅−⋅=
⋅

αα htXttXF     где                                                         (21)  
=A (прожиточный минимум) x (число жителей) , 

тогда из уравнения (4) получаем рекурентную модель Самуэльсона – Хикса. 
( ) AtXtXtX +−⋅−−⋅+= )2()1()( ββα                                      (22)              

 
3. Заключение 

Таким образом, мы проверили, что построенная в работе обобщенная математическая 
модель экономической динамики, в частных случаях, может превращаться в модель 
Самуэльсона – Хикса, модель Матье, модель Дюффинга и.т.д. Что, несомненно, говорит об 
адекватности рассмотренной математической модели. 

А, что самое главное, предложенная математическая модель дает возможность, в случае 
нахождения соответствующей функции потребления и функции акселерации, изучить 
экономическую динамику страны или региона, изучить соответствующие макроэкономические 
показатели и выработать оптимальную инвестиционную политику. 
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ekonomikuri dinamikis ganzogadebuli maTematikuri  

modeli 

 
Tamaz obgaZe, nana biCenova 

saqarTvelos teqnikuri universiteti 

reziume 

naSromSi, frangiSvili-obgaZis midgomis safuZvelze, keinsis wonasworuli 
ekonomikis farglebSi agebulia axali maTematikuri modeli, momxmareblis moTxovnis 

dagvianebis gaTvaliswinebiT, rac gamowveulia resursebis deficitiT warsulSi. 
kvlevebisaTvis gamoiyeneba agregirebuli faqtori-erovnuli Semosavali. investiciebis 
funqciad ganixileba samuelson-hiksis aqseleraciis principi gudvinis formulirebiT.  

SemuSavebuli modelidan rogorc kerZo SemTxvevebi, gamoiyvaneba maties, diufingisa da 
samuelson-hiksis maTematikuri modelebi. 
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Summary 

 
         In this paper, based on a campaign-Prangishvili Obgadze, in equilibrium economics of Keynes, 
constructed a new mathematical model, taking into account the lag in consumer demand, which arises 
from the lack of resources in the past. To study used an aggregate value of national income. As an 
investment functionuses the formula Goodwin with the principle of acceleration of the 
SamuelsonHicks. With the developed general model of economic dynamics are derived as special 
cases of model Mathieu Dyufinga and Samuelson-Hicks. 
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