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В статье определены основные научные и технические направления, которые связаны с ос-

новными принципами симметрии. Обоснована роль принципов симметрии и законов сохранения 
в современной науке и технике; систематизированы разные принципы симметрии в одну общую, 
единную теорию.  

На основе усиленной формы теоремы Нетер, утверждена, что для "нормальных" систем на 
самом деле имеется взаимно однозначное соответствие между группами нетривиальных 
вариационных симметрий и нетривиальными законами сохранения.  
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1. Введение 
 

  Когда исследователь-прикладник впервые сталкивается с теорией обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, она чаще всего представляется ему как приводящее в недоумение мно-
гообразие специальных методов, предназначенных для решения некоторых частных, на первый 
взгляд не связанных между собой типов уравнений (таких, как уравнения с разделяющимися 
переменными, однородные уравнения или уравнения в полных дифференциалах). Действительно, 
примерно до середины XIX века, когда Софус Ли сделал глубокое и имеющее далеко идущие 
последствия открытие, состоящее в том, что все эти специальные методы, на самом деле, являются 
частными случаями общей процедуры интегрирования, основанной на инвариантности 
дифференциального уравнения относительно некоторой непрерывной группы симметрий, это был 
скорее вид искусства, чем наука [1,2]. 

2. Основная Часть 
 
Открытие Ли сразу унифицировало и значительно расширило имеющиеся методы интег-

рирования. Оно вдохновило Ли посвятить все дальнейшие свои математические исследования 
развитию и приложениям его обладающей непреходящей ценностью теории непрерывных групп. Эти 
группы, повсеместно известные теперь как группы Ли, оказали глубокое влияние на все области 
математики, как теоретической, так и прикладной, а также на физику, инженерные и другие 
базирующиеся на математике науки. Приложения непрерывных групп Ли симметрий включают такие 
разнообразные разделы, как алгебраическая топология, дифференциальная геометрия, теория 
инвариантов, теория бифуркаций, специальные функции, численный анализ, теория управления, 
классическая механика, квантовая механика, теория относительности, механика сплошной среды и 
т.д. Важность вклада Ли в современную науку и математику невозможно переоценить [3,5]. 

Тем не мнее для того, кто знаком уже с одним из этих современных проявлений теории групп Ли, 
может оказаться неожиданностью, что исходным вдохновляющим источником была теория 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Одна возможная причина общего недостаточного 
знакомства с этим важным аспектом теории групп Ли - тот факт, что (как бывает с многими 
прикладными областями) группы Ли, возникающие как группы симметрий истинно физических 
систем дифференциальных уравнений, часто оказываются не слишком элегантными с чисто 
математической точки зрения, не будучи ни полупростыми, ни разрешимыми, ни группами Ли каких-
либо других особых классов, так популярных среди математиков. Кроме того, часто эти группы 
действуют на соответствующем пространстве нелинейно (выводя нас за пределы теории 
представлений) и даже могут быть определены лишь локально, так что эти преобразования имеют 
смысл только для элементов группы, достаточно близких к единице. Поэтому соответствующие 
групповые действия по своему духу ближе к изначальной формулировке Ли этого предмета в 
терминах локальных групп Ли, действующих на открытых подмножествах евклидова пространства, а 
это идет вразрез с современной тенденцией к абстрактности и глобализации, охватившей большую 
часть современной теории групп Ли. Исторически приложения групп Ли к дифференциальным 
уравнениям, начатые Ли и Нетер, постепенно уходили во тьму, в то время как глобальная абстрактная 
переформулировка дифференциальной геометрии и теории групп Ли, за которую боролся Э.Картан, 
занимала господствующее положение в математике. Они пребывали без движения почти полвека до 
тех пор, пока Г.Биркгоф не привлек внимание к неиспользуемым приложениям групп Ли к 
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дифференциальным уравнениям механики жидкости. Затем Л.В.Овсянников и его школа приступили 
к успешному осуществлению систематической программы приложения методов Ли к широкому 
кругу физически важных задач. Последние десятилетия свидетельствуют о подлинном взрыве 
исследовательской активности в этой области как в приложениям к конкретным физическим 
системам, так и в расширении рамок и углублении самой теории. Тем не менее много вопросов еще 
остается нерешенными, и полную область приложимости методов групп Ли к дифференциальным 
уравнениям еще предстоит определить[5]. 

Грубо говоря, группа симетрий системы дифференциальных уравнений - это группа, пр-
еобразующая решения этой системы в другие ее решения. В классических рамках теории Ли эти 
группы состоят из геометрических преобразований пространства независимых и зависимых 
переменных системы и действуют на решения, преобразуя их графики. Типичные примеры - группы 
сдвигов и вращений, а также группы растяжений, но они, несомненно, не исчерпывают весь круг 
возможностей. Огромное преимущество рассмотрения непрерывных групп симметрий (в 
противоположность дискретным симметриям, таким, как отражения) состоит в том, что все их можно 
найти с помощью точных вычислительных методов. Это говорит не о том, что дискретные группы не 
важны в изучении дифференциальных уравнений, а скорее о том, что нужно применять совершенно 
иные методы, чтобы их находить или использовать. Фундаментальное открытие Ли состояло в том, 
что сложные нелинейные условия инвариантности системы относительно преобразований из группы 
можно в случае непрерывных групп заменить эквивалентными, но гораздо более простыми 
линейными условиями, отражающими "инфинитезимальную инвариантность" этой системы 
относительно образующих этой группы. Почти для каждой важной с точки зрения физики системы 
дифференциальных уравнений эти условия инфинитезимальной симметрии - так называемые 
определяющие уравнения полной группы симметрий системы - можно решить явно в замкнутом 
виде, и таким образом, наиболее общая группа непрерывных симметрий системы может быть 
определена явно. Вся процедура состоит из совершенно механических вычислений, и для этой задачи 
уже разработано несколько компьютерных систем символьно-аналитических вычислений. 

Когда найдена полная группа симметрий системы дифференциальных уравнений, становится 
доступным ряд приложений. Для начала можно действовать в соответствии с определением группы 
симметрий, чтобы строить новые решения системы по уже известным. Группа симметрий, таким 
образом, доставляет средство классификации множества решений (два решения полагаются 
эквивалентными, если одно можно перевести в другое некоторым элементом группы). Можно 
использовать группы симметрий по-другому - для классификации семейств дифференциальных 
уравнений, зависящих от произвольных параметров или функций; часто имеются серьезные 
физические или математические причины предпочитать такие уравнения с наиболее высокой 
степенью симметрии. Еще один подход - определить, какие типы дифференциальных уравнений 
допускают данную группу симметрий. Эта задача также решается инфинитезимальными методами с 
помощью теории дифференциальных инвариантов. 

В случае обыкновенных дифференциальных уравнений из инвариантности относительно одно-
параметрической группы симметрий следует возможность понижения порядка уравнения на единицу, 
причем решения исходного уравнения восстанавливаются по решению редуцированного посредством 
единственной квадратуры. В случае одного уравнения первого порядка этот метод доставляет явную 
формулу для общего решения. Многопараметрические группы симметрий приводят к дальнейшему 
понижению порядка, однако мы не всегда можем восстановить решения исходного уравнения по 
решениям редуцированного посредством одних лишь квадратур, за исключением случая, когда сама 
группа удовлетворяет дополнительному требованию "разрешимости". Если система обыкновенных 
дифференциальных уравнений получена из некоторого вариационного принципа (либо как уравнения 
Эйлера-Лагранжа некоторого функционала, либо как гамильтонова система), то мощность метода 
редукции с помощью группы симметрий в действительности удваивается. Однопараметрическая 
группа "вариационных" симметрий позволяет понизить порядок на две единицы[4]. 

К сожалению, в случае систем уравнений с частными производными полная группа симметрий 
обычно не оказывает помощи при отыскании общего решения (хотя в частных случаях она может 
указывать, когда систему можно преобразовать в легче поддающуюся решению, такую, как 
линейная). Однако можно использовать группы симметрий, чтобы явно найти частные типы 
решений, которые сами являются инвариантными относительно некоторой подгруппы полной 
группы симметрий системы. Эти "инвариантные относительно группы" решения находятся решением 
редуцированной системы дифференциальных уравнений, содержащей меньшее число независимых 
переменных, чем исходная система (в силу чего ее, как правило, легче решить). Например, решения 
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уравнения с частными производными от двух независимых переменных, инвариантные относительно 
заданной однопараметрической группы симметрий, все находятся решением системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Класс инвариантных относительно группы решений включает в себя 
классические автомодельные решения, происходящие из групп симметрий растяжений, бегущие вол-
ны, отражающие некоторую инвариантность системы относительно сдвига, а также многие другие 
точные решения, имеющие непосредственное математическое или физическое значение. Для многих 
нелинейных систем это единственные явные точные решения, имеющиеся в наличии, и в силу этого 
они играют важную роль и в математическом исследовании, и в физических приложениях таких 
систем. 

В 1918 г. Эмми Нетер доказала две замечательные теоремы, связывающие группы симметрий 
вариационного интеграла со свойствами соответствующих ему уравнений Эйлера-Лагранжа. В 
первой из этих теорем Нетер показала, каким образом каждая однопараметрическая группа 
вариационных симметрий приводит к закону сохранения для уравнений Эйлера-Лагранжа. Таким 
образом, например, сохранение энергии происходит из инвариантности вариационной задачи 
относительно группы сдвигов по времени, а сохранение импульса и момента количества движения 
отражает инвариантность этой системы относительно сдвигов и вращений. Сама Нетер доказала 
гораздо более общий результат и установила взаимно однозначное соответствие между группами 
симметрий и законами сохранения. Общий результат делает необходимым введение "обобщенных 
симметрий". Это группы, инфинитези-мальные образующие которых зависят не только от 
независимых и зависимых переменных системы, но также и от производных от зависимых 
переменных. Соответствующие групповые преобразования не будут больше геометрически 
действовать на пространстве независимых и зависимых переменных, поточечно преобразуя график 
функции. Теперь это нелокальные преобразования, которые находятся путем интегрирования 
эволюционной системы уравнений с частными производными. Каждая однопараметрическая группа 
симметрий вариационной задачи, либо геометрических, либо обобщенных, будет приводить к закону 
сохранения и, обратно, каждый закон сохранения получается таким способом. Простейший пример 
сохраняемой величины, происходящей из истинно обобщенной симметрии, - это вектор Рунге-Ленца 
для задачи Кеплера. Новые дополнительные приложения, включая солитонные уравнения и теорию 
упругости, пробудили обновленный интерес к общему варианту теоремы Нетер. Существует 
усиленная форма теоремы Нетер, утверждающая, что для "нормальных" систем на самом деле 
имеется взаимно однозначное соответствие между группами нетривиальных вариационных 
симметрий и нетривиальными законами сохранения. Условию нормалности удовлетворяет 
большинство физически важных систем дифференциальных уравнений; анормальные системы - это в 
сущности системы с нетривиальными условиями интегрируемости. Важный класс анормальных 
систем, возникающих в общей теории относительности, - это класс систем, вариационные интегралы 
которых допускают бесконечномерную группу симметрий, зависящую от произвольной функции[3].  

Вторая теорема Нетер показывает, что тогда имеется нетривиальное соотношение между 
соответствующими уравнениями Эйлера-Лагранжа и, следовательно, имеются нетривиальные 
симметрии, приводящие только к тривиальным законам сохранения. Найденные законы сохранения 
имеют много важных приложений, как физических, так и математических, включая теоремы 
существования, ударные волны, теорию рассеяния, устойчивость, теорию относительности, механику 
жидкости, теорию упругости и т.д.  

Недавно было обнаружено, что забытые в течение многих лет, последовавших за работой Нетер, 
обобщенные симметрии важны в изучении нелинейных уравнений с частными производными, 
которые, как например, уравнение Кортевега-де Фриза, можно рассматривать как вполне 
интегрируемые системы. Существование бесконечного множества обобщенных симметрий (их 
можно находить, используя операторы рекурсии) оказывается тесно связанным с возможностью 
линеаризации системы, либо непосредственно с помощью некоторой замены переменных, либо 
развитым в последние десятилетия методом обратной задачи рассеяния.  

 
3. Заключение 

 
Таким образом, основанный на обобщенных симметриях подход, поддающийся прямому 

вычислению, как и в случае обычных симметрий, доставляет систематические средства 
распознавания этих замечательных уравнений и, следовательно, построения бесконечного набора 
законов сохранения для них.  
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simetriis principebi identifikaciisa da marTvis amocanebSi 

  
reziume 

 
statiaSi ganxilulia simetriis principebis roli Tanamedrove mecnierebasa da 

teqnikaSi. gansazRvrulia is ZiriTadi samecniero da teqnikuri mimarTulebebi, romlebic 
uSualod dakavSirebulia simetriis zogad principebTan; SemuSavebulia simetriis 
principebisa da kanonebis mimarT erTiani sistemuri midgoma. neteris Teoremis 
gaZlierebuli formaze dayrdnobiT naCvenebia, rom “Cveulebrivi” sistemebisaTvis 
sinamdvileSi arsebobs urTierTcalsaxa Sesabamisoba variaciuli simetriis aratrivialur 
jgufebsa da Senaxvis aratrivialur kanonebs Soris.  

    

Sesadze V.K., Mchedlishvili N.P., Kaishauri T.V., Chikadze G.V., Kekenadze V.M. 
 

SYMMETRY PRINCIPLES  FOR TASKS OF  IDENTIFICATION AND MANAGEMENT 
 

Summary 
 

In article the basic scientific and technical directions which are connected to main principles of 
symmetry are determined. The role of principles of symmetry and laws of preservation in a modern science 
and technics is proved; different principles of symmetry in one general  the theory are systematized.  

On the basis of the strengthened form of the orem of  Noether, it is authorized, that for "normal" 
systems actually there is a biunique conformity between groups not trivial variational symmetry and not 
trivial laws of preservation.  
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